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1.3.4 Die vollständige Induktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3.5 Das Gegenbeispiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.4 Mengen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.5 Zahlensysteme und die reellen Zahlen R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.6 Intervalle reeller Zahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.7 Ungleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.8 Ergänzung: Kombinatorik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2 Komplexe Zahlen 28
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Kapitel 1

Grundlegendes

Das Wort Mathematik kommt aus dem griechischen und bedeutet so viel wie
”
Die Kunst des

Lernens“. Lernt man Mathematik, lernt man zu lernen.
Mathematik hat eine mehr als 3500 jährige Geschichte und werden je nach Sichtweise zu den Natur-
bzw. Geisteswissenschaften gezählt. Mathematik an sich ist eine autark agierende Wissenschaft.
Autark bedeutet in diesem Zusammenhang, dass Mathematik sich selbst genügend betrieben wer-
den kann. Die Mathematik ist auf keine andere Wissenschaft angewiesen. Anderen Wissenschaften
allerdings schon.
Mathematik ist eine Wissenschaft, welche sich im Laufe der Zeit immer weiter entwickelte. Der
Ursprung der Mathematik ist nicht auf einen Zeitpunkt zu definieren. Die Frage nach der Ent-
deckung der Zahlen ist im Dunkel der Geschichte verborgen. Zahlen als mathematische Objekte
sind von den zu zählenden Objekten abgekoppelt. Mit Hilfe arithmetischer Grundlagen kann der
Handel mit verschiedensten Objekten auf ein und dieselbe Art berechnet werden. Historiker ver-
muten, dass mit der Seßhaftwerdung des Menschen erste Ansätze aufgetreten sind, welche das
Zählen selbst von den zu zählenden Objekten abkoppelt. Erste geschichtliche Funde, welche auf
ein abstrakteres Zahlenverständnis schließen lassen, sind ca. 6000 Jahre alt. In den Hochkulturen
der Ägypter, Babylonier, Sumerer aber auch in Südamerika (Mayas) und Asien (China, Indien)
finden sich arithmetische Rechenregeln in unterschiedlichen Zahlensysteme (Basis 10, Basis 60,
etc.)
Dieser Abstraktionsschritt, das Problem unabhängig von der

”
Anwendung “zu formulieren, ist

ein zentrales Wesen der Mathematik: Ausgehend von alltäglichen Fragestellungen, Problemen aus
Physik, Technik, Biologie etc., aber auch der Mathematik selbst, erfolgt ein Abstraktionsschritt
welcher auf eine mathematische Fragestellung führt. Die Beantwortung der mathematischen Fra-
gestellung wird

”
innerhalb “der Mathematik entwickelt. Eine solche Lösung des mathematischen

Problems erlaubt es nun, die Lösung wiederum auf die unterschiedliche Anwendungsgebiete anzu-
wenden. Mathematisches Abstrahieren ist die Entwicklung eines allgemeinen Formalismus, durch
welchen möglichst viele Dinge, Objekte, Vorgänge etc. abstrakt beschrieben werden können. Das
Zählen selbst ist entkoppelt von den Objekten welche man zählen will. Handeln kann durch die
Arithmetik abstrahiert werden. Insbesondere bei den Pythagoräern entkoppelte sich die Mathe-
matik aus den von alltäglichen Notwendigkeiten des Rechnen im Alltag (siehe hier).
Durch Euklid (ca. 300 v.Chr) erfolgt dieser Abstraktionsschritt dann in einem logisch strengen
Verfahren, der sogenannten Axiomatisierung. Diese Vorgangsweise hatte Einfluss auf die gesam-
ten Wissenschaftsentwicklung bis heute. Auf der Basis einer Menge von Aussagen, welche logisch
nicht begründet werden müssen (sogenannte Axiome) werden durch strenge logische Schlussfolge-
rungen neue Aussagen generiert. Euklid baute die gesamte Geometrie (Trigonometrie) auf Basis
einiger weniger Grundregeln axiomatisch auf (siehe hier). Euklid’s Abhandlung, genannt Die
Elemente, fasst die gesamte damalige Arithmetik und Geometrie systematisch zusammen. Euklid
definiert Axiome, aus welchen durch logische Schlussfolgerungen sämtliche damalige Kenntnisse
abgeleitet wurden. Jede durch eine logische Schlussfolgerung erzeugte, neue Aussage nannte Eu-
klid einen Satz. Jeder Satz muss durch logische Schlussfolgerungen auf deren Richtigkeit überprüft
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werden. Jeder Satz muss also beweisbar sein. Sonst wird dieser nicht anerkannt. Man sagt auch,
Mathematik ist eine axiomatisch, deduktiv aufgebaute Wissenschaft von logischen Folgerungen,
abstrakten Methoden und Strukturen. Wir greifen kurz etwas vor: Allerdings warfen Entdeckun-
gen im 17. Jh Zweifel an dieser Vorstellung auf. Zu diesen Entdeckungen zählen Differential- und
Integralrechnung. Die dabei notwendigen infinitesimal kleinen Größen warfen große philosophische,
logische und mathematische Probleme auf. Es dauerte bis ins 19. Jh. bis ein streng axiomatisches
Regelwerk entwickelt wurde, um das Infinitesimale (oder Unendliche) einzufangen. Und dieses Re-
gelwerk werden wir kennenlernen.
Sie werden also lernen, wie man logisch korrekt mit dem Unendlichen arbeitet.

Das Modul Ingenieurmathematik I hat im Wesentlichen folgende Ziele:

• Erlernen des Umgangs mit mathematischem Handwerkszeug (z.B. Mengen, Zahlen, Funk-
tionen, Gleichungen, Differenzieren, Integrieren, geometrische Zusammenhänge)

• Anwendung des Handwerkszeugs auf praktische Probleme, z.B. Extremwertaufgaben und
Differentialgleichungen

• Modellieren einfacher physikalisch-technischer Sachverhalt

• Kennenlernen des systematischen Aufbaus der Mathematik, der vielen anderen Wissenschaf-
ten als Vorbild dient

• Üben von logischem und unabhängigem Denken, Erfassen von mathematischen Strukturen
(z.B. Definition, Satz, Beweis, Hypothese)

• Entwicklung weiterer Fähigkeiten wie Sorgfalt, Selbständigkeit, Selbstmanagement

• Umgang mit mathematischer Software

1.1 Logik, Aussagen und Verknüpfungen

Wie eingangs erwähnt, arbeitet man in der Mathematik streng logisch mit
”
Aussagen“.

Definition 1.1.1 (Aussage). Eine Aussage A ist ein sprachlicher Ausdruck, welcher ent-
weder wahr oder falsch ist.

Seit Aristoteles (ca. 384 - 322 v.Chr.) verwendet man eine zweiwertige Logik. Es gibt nur wahr
oder falsch, aber keinen Zwischenwert. Man nennt dies das Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten.

Beispiel 1.1.1. Welche der folgenden Sätze sind Aussage in mathematischen Sinn?

1. Die Straße ist nass.

2. Die Kleidung ist viel zu nass.

3. 4 ist eine ungerade Zahl.

4. Das ist ein schönes Auto/Flugzeug/Getriebe.

5. Für alle reellen Zahlen x gilt | cos(x)| ≤ 1.

Bei den Aussagen 2 und 4 kann kein Wahrheitsgehalt objektiv entschieden werden. Es kann nur
eine subjektive Einschätzung gegeben werden. Solche sprachlichen Ausdrücke werden in der Ma-
thematik und den Ingenieurswissenschaften nicht verwendet. Eine Aussage im entsprechenden
Kontext ist entweder wahr oder falsch (oder eben nicht entscheidbar). Wenn nicht entscheidbar,
muss der Kontext geändert werden.
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•
”
Dieser Satz ist falsch “. Wahr oder falsch?

Es gibt Aussagen, welche sich nicht mehr in kleinere Aussagen bzw. Teilaussagen zerlegen lassen
(sog. atomare Aussagen, wie 5 ist eine ungerade Zahl) und Aussagen, welche mittels Bindewörtern,
sogenannten Junktoren, aus anderen Aussagen zusammengesetzt sind.

1.1.1 Junktoren

Zur Verknüpfung von Aussage dienen sogenannte Junktoren. Diese sind das mathematische Abbild
der umgangssprachlichen Bindewörter wie und, oder, nicht, wenn/dann.

Definition 1.1.2 (Negation). Die Negation einer Aussage A ist genau diejenige Aussage
welche wahr ist, wenn A falsch ist und umgekehrt. Die Negation einer Aussage A wird mit
¬A bezeichnet.

Zur übersichtlichen Darstellung bedient man sich sogenannter Wahrheitstafeln. Für die Negation
ist diese

∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

Definition 1.1.3. Eine Konjunktion C ist eine aus zwei Aussagen A und B gebildete
Aussage, welche genau dann wahr ist, wenn sowohl A also auch B wahr sind. Umgangs-
sprachlich verbindet man zwei Aussagen konjunktiv mittels dem Bindewort UND. In Zei-
chen: C = A ∧B.
Eine Disjunktion C ist eine aus zwei Aussagen A und B gebildete Aussage, welche genau
dann wahr ist, wenn entweder A oder B oder beide wahr sind. Umgangssprachlich verbindet
man zwei Aussagen disjunktiv mittels dem Bindewort ODER. In Zeichen: C = A ∨B.

Im Gegensatz zur Umgangssprache muss zwischen den Aussagen A und B in den UND und ODER
Verknüpfung kein kausaler Zusammenhang bestehen. Dies gilt auch für die weiter unten eingeführte
Implikation.

Beispiel 1.1.2. Die Aussage
”
Ich bin müde“ und

”
Ich machte Sport müde“ . In der Alltags-

sprache gibt es einen Unterschied zwischen

• Ich wurde müde und ich machte Sport

• Ich machte Sport und ich würde müde.

In der Aussagenlogik gibt es diese Unterscheidung nicht. Die Wahrheit der verknüpften Aussage
hängt rein vom Wahrheitsgehalt der Teilaussagen ab.

Die Wahrheitstafeln für die UND-Verknüpfung:

A B A ∧B
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Die Wahrheitstafeln für die ODER-Verknüpfung:

A B A ∨B
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1
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Es gibt in der IT auch die ausschließende ODER-Verknüpfung (XOR):

A B A∨B
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Wir verwenden im Skript nur die ODER-Verknüpfung, ausser es wird explizit auf die Verwendung
von XOR hingewiesen.

Definition 1.1.4 (Implikation). Die Implikation zweier Aussagen A und B, in Zeichen
A ⇒ B, drückt aus, dass die Wahrheit der Aussage A hinreichend für die Wahrheit der
Aussage B ist. Wenn also A wahr ist, dann auch B. Die Implikation A ⇒ B ist nur dann
falsch, wenn A wahr und B falsch ist. Wenn A falsch ist, kann aus A keine Aussage über die
Wahrheit von B getroffen werden.
Wenn für zwei Aussagen A,B die Implikation A ⇒ B gilt, dann nennt man A hinreichend
für B und B notwendig für A.

Die Wahrheitstafeln für die Implikation

A B A ⇒ B
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Man beachte, dass die Implikation eine Aussage an sich ist und nichts mit kausalen Zusammenhang
zwischen A und B zu tun hat. Das Besondere an der Wahrheitstafel ist

• Ist A falsch, so ist die Gesamtaussage wahr. Dies ist das Prinzip
”
Aus Falschem folgt Belie-

biges“ .

• Die Gesamtaussage ist nur dann falsch, wenn A wahr ist und B falsch. Ein kausaler Zu-
sammhang zwischen A und B ist nicht notwendig. So ist die Aussage

”
(x = 5) ⇒

(Die Erde ist der Mittelpunkt des Sonnensystems)“ falsch.

• Ist A ⇒ B wahr und B falsch, so muss A falsch sein. Also ist die Wahrheit von B notwendig
für A.

• Ist A wahr und auch die Implikation, so ist automatisch B wahr. A ist also hinreichend für
B.

Beispiel 1.1.3. Sei n ∈ N. Ist n eine gerade natürliche Zahl, so auch n2. Dasselbe gilt für den
Fall n ist ungerade. Was sind in diese Implikation die Aussagen A und B? Verifizieren Sie die
Wahrheitstabelle der Implikation an diesen Aussagen.

Definition 1.1.5 (Äquivalenz). Zwei Aussagen A und B sind äquivalent, wenn sowohl
A ⇒ B als auch B ⇒ A gilt. Man schreibt dafür A ⇔ B. In mathematischer Ausdrucksweise
ist die Äquivalenz definiert als

A ⇔ B := ((A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)).
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Die Wahrheitstafeln für die Äquivalenz:

A B A ⇒ B
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Beispiel 1.1.4. Betrachten Sie folgende Beispiele:

1. Betrachten Sie die Gleichung |x − 3| = 6. Die Aussage x = −3 UND x = 9 sind zwei
Lösungen der Gleichung ist wahr.

2. Ist die Aussage, dass x = −3 und x = 9 ALLE Lösungen dieser Gleichung sind, auch
wahr?

3. Gegeben seien zwei beliebige Zahlen a und b. Sind die beiden Aussagen a = b und a2 = b2

äquivalent? Nein...

4. Wenn Sie durch Äquivalenzumformungen eine Lösung berechnen, gehen Sie logisch wie
folgt vor: Angenommen Sie sollen alle Lösungen von 8x+5 = 3x berechnen. Dazu nehmen
sie erstens an, es gäbe eine Lösung. Dadurch steht links und rechts vom Gleichheitszeichen
dieselbe Zahl. Deshalb können Sie links und rechts dasselbe addieren, etc. Damit folgt
x = −1. Also haben Sie jetzt folgenden Implikation abgeleitet: Angenommen es gibt eine
Lösung ⇒ dann ist x = −1. Wenn Sie jetzt noch x = −1 in die Gleichung 8x + 5 = 3x
einsetzen, haben Sie auch bewiesen, dass beide Aussagen äquivalent sind.

5. Für welche x sind die Gleichungen x
x−1 = 1

x−1 und x
x−1 = 2

x−1 lösbar? Achten Sie auf
die logisch korrekte Formulierung.

Für die Äquivalenz gibt es in der Umgangssprache die Ausdrücke
”
gleichbedeutend“,

”
not-

wendig und hinreichend “,
”
dann und nur dann“.

Satz 1.1.1. Seien A, B und C Aussagen. Dann gilt:

1. ¬¬A ⇔ A (doppelte Negation)

2. A ∨ ¬A ist stets wahr (Satz vom ausgeschlossenen Dritten).

3. A ∧ ¬A ist stets falsch (Satz vom Widerspruch)

4. ¬ (A ∧B) ⇔ ¬A ∨ ¬B.

5. ¬ (A ∨B) ⇔ ¬A ∧ ¬B.

6. A ∧B ⇔ B ∧A, A ∨B ⇔ B ∨A (Kommutativität)

7. A ∧ (B ∧ C) ⇔ (A ∧B) ∧ C, A ∨ (B ∨ C) ⇔ (A ∨B) ∨ C (Assoziativität)

8. A ∧ (B ∨ C) ⇔ (A ∨ C) ∧ (A ∨ C), A ∨ (B ∧ C) ⇔ (A ∧B) ∨ (A ∧ C) (Distributivität)

9. A ⇒ B ⇔ ¬B ⇒ ¬A

Beispiel 1.1.5. 1. Die Kontraposition der Implikation

”
f(x) besitzt in x einen Extremwert ⇒ df(x)

dx = 0“
ist die Implikation:

”
df(x)
dx ̸= 0 ⇒ f(x) besitzt in x keinen Extremwert. “

8



2. Die Negation der zusammengesetzten Aussage

”
Der Reifen ist rund UND das Auto fährt“

lautet

”
Der Reifen ist nicht rund ODER das Auto fährt nicht.“

1.1.2 Verknüpfung von Aussagen

Zur Generierung von komplexen Aussagen werden bestehende Aussagen mittels Junktoren ver-
knüpft.

Beispiel 1.1.6. Wie weiter oben bereits dargestellt, gilt für die Äquivalenz: (A ⇔ B) ⇔ (A ⇒
B) ∧ (B ⇒ A). Verifizieren Sie diese Aussage mit Hilfe des Vergleichs von Wahrheitstabellen.

Satz 1.1.2. Die Implikation A ⇒ B kann mittels Junktoren als A∧¬B ausgedrückt werden.
In Zeichen

(A ⇒ B) ⇔ (¬A ∨B).

Die Negation der Implikation lautet

¬ (A ⇒ B) ⇔ (A ∧ ¬B)

Satz 1.1.3. Die Kontraposition der Implikation: A ⇒ B ⇔ (¬B ⇒ ¬A)

Beispiel 1.1.7. Ein RS-Flipflop ist ein Grundelement der Schaltungstechnik. Dieses Grund-
element hält einen beliebigen seiner zwei möglichen Ausgangszustände Q und Q∗ auf Dauer
fest. Eine Veränderung ist möglich über seine zwei Eingänge, die üblicherweise mit R und S
bezeichnet werden. Die beschreibende Gleichung lautet

Q = ¬R ∧ (S ∨Q).

Diese Gleichung kann nicht nach Q aufgelöst werden. Das Ausgangssignal ist abhängig von der
Vorgeschichte.

Abbildung 1.1: RS-Flipflop aus obigem Beispiel, siehe hier.

1.1.3 Knobeleien

Beispiel 1.1.8. Negieren Sie die Aussage
”
Es ist nicht alles Gold was glänzt“.

Die zu negierende Aussage bedeutet, dass es glänzende Dinge x gibt, welche nicht aus Gold sind.
Also ist nicht jedes Ding x, welches glänzt, ist aus Gold. Die Negation ist also: Jedes Ding x,
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welches glänzt, ist aus Gold.
Etwas formaler: Wir bilden die Aussagen

”
x glänzt “ (bezeichnet mit a(x)) und die Aussage

”
x ist aus Gold“ (abgekürzt durch b(x)). Die zu negierende Aussage bedeutet, dass man den

Schluss a(x) =⇒ b(x) nicht für alle Dinge x machen kann. Es gibt eben ein Ding, was glänzt
und nicht aus Gold ist. Die zu negierende Aussage ist also

”
Es gilt nicht, dass für alle Dinge

x die Implikation a(x) =⇒ b(x) gilt. Die Negation ist also: Es gilt, dass für alle Dinge x die
Implikation a(x) =⇒ b(x) gilt. Also sprachlich bedeutet dies, dass alles was glänzt auch aus
Gold ist.

Beispiel 1.1.9. Drei Personen P1, P2, P3 werden verdächtigt, etwas gestohlen zu haben. Ge-
nau eine Person war es tatsächlich. Die Personen werden verhört und machen folgende Aus-
sagen:

AP1: Ich war es nicht. Ich war gar nicht am Tatort.

AP2: Ich war es nicht. Ich war am Tatort, P3 aber auch.

AP3: Ich war es nicht. Ich beschuldige P1. Er war es. P2 war nicht da.

Angenommen, alle drei Personen sagen die Wahrheit. Kann man den Dieb finden? Wer war
am Tatort? Oder hat der Dieb doch gelogen? Lösung: In den Aussagen der drei Personen geht
es im Kern um zwei Aussagen:

•
”
x ist der Dieb“. Wir kürzen dies ab durch d(x). x ∈ {P1, P2, P3}.

•
”
x war am Tatort“. Abkürzung mittels t(x).

Dann lauten die Aussagen:

AP1: ¬d(P1) ∧ ¬t(P1)

AP2: ¬d(P2) ∧ t(P2) ∧ t(P3)

AP3: ¬d(P3) ∧ d(P1) ∧ ¬t(P2)

Da wir von der Wahrheit der drei Aussage ausgehen, gilt t(P2) ∧ ¬t(P2). Die Aussagen
AP2, AP3 widersprechen sich bezüglich t(P2). Somit können AP1 und AP2 nicht beide wahr
sein und es bleibt AP1 als wahre Aussage. Damit ist P1 nicht der Dieb und P1 war nicht am
Tatort. Also ist AP3 falsch. P3 lügt. Damit ist er der Dieb. AP1 und AP2 sagen die Wahrheit
sagen, waren nur P2 und P3 am Tatort, P1 nicht.

Beispiel 1.1.10. Beispiel zu logischem Denken (aus Mathematischer Zirkel Göttingen, Bei-
spiel 1 des Aufgabenblatts 55):
Karsten hat zehn Zahnräder, je eines mit 7, 13, 34, 103, 179, 234, 299, 303, 356 und 385
Zähnen. Er will sie so in eine Reihe legen (natürlich sollen dabei die Achsen geeignet gela-
gert werden, so dass sich die Räder um die Achsen drehen können), dass sie ineinandergreifen
und dass bei einer Umdrehung des ersten Zahnrades das letzte möglichst viele Umdrehungen
ausführt. Wie muss er die Zahnräder dazu anordnen und wie viele Umdrehungen führt das letz-
te Rad dabei dann aus? Hat er mehr als eine Möglichkeit für die Anordnung der Zahnräder?
Lösung: Wir betrachten zunächst zwei ineinandergreifende Zahnräder mit m und n Zähnen:
Führt das erste Rad eine volle Umdrehung aus, so macht das zweite Zahnrad m

n Umdrehungen.
Nun schauen wir, was passiert, wenn noch weitere Zahnräder dazwischengeschaltet werden: Bei
einer Umdrehung des ersten Zahnrades drehen sich alle weiteren Zahnräder um m Zähne weiter
und das letzte Zahnrad führt also immer noch m

n Umdrehungen aus. Die Anzahl der Umdre-
hungen des letzten Zahnrades in der Reihe mit zehn Zahnrädern soll nun maximal werden. Wie
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eben gezeigt, kommt es dabei nur auf die Anzahl der Zähne des ersten und des letzten Zahnrades
an. Hat das erste Zahnrad wie oben m Zähne und das letzte Zahnrad n Zähne, macht das letzte
Zahnrad m

n Umdrehungen. Die Anzahl wird also genau dann maximal, wenn m möglichst groß
und n möglichst klein ist. Karsten muss also das Zahnrad mit 385 Zähnen zuerst und das mit
7 Zähnen zuletzt anordnen, und das letzte Zahnrad macht dann 385

7 = 55 Umdrehungen. Die
Reihenfolge der übrigen acht Zahnräder ist beliebig und Karsten hat insgesamt 8! verschiedene
Möglichkeiten für eine Anordnung der Zahnräder, bei der das letzte Zahnrad möglichst viele
Umdrehungen ausführt.

Beispiel 1.1.11. Eine weitere Knobelei (aus Mathematischer Zirkel Göttingen, Beispiel 1 des
Aufgabenblatts 60):
Rebekka muss auf ihrem Weg nach Hause an vier Ampeln vorbei, die (in dieser Reihenfolge)
60 m, 120 m und 80 m auseinander stehen. Alle Ampeln werden zu gleicher Zeit alle 60 Se-
kunden grün. Rebekka startet an der ersten Ampel, als diese gerade grün wird, und will mit
stets konstanter Geschwindigkeit so laufen, dass sie immer genau dann an der nächsten Ampel
ankommt, wenn diese gerade grün wird. Wie schnell kann sie maximal laufen, damit ihr Plan
funktioniert?
Lösung: Da Rebekka genau dann an der nächsten Ampel ankommen will, wenn diese gerade
grün wird, muss sie jeden der drei Abstände zwischen den Ampeln in einem ganzzahligen Vielfa-
chen von 60 Sekunden zurücklegen. Um die maximale Geschwindigkeit zu erhalten, unterteilen
wir die drei Strecken in möglichst große, gleich lange Abschnitte, die dann von Rebekka in je-
weils 60 Sekunden zurückgelegt werden sollen. Die Maßzahl der gesuchten Länge in Metern ist
dann der größte gemeinsame Teiler von 60, 120 und 80. Dieser ist 20, also läuft Rebekka mit
einer Geschwindigkeit von 20

60
m
s = 1

3
m
s = 1, 2km

h .

1.2 Quantoren, mathematische Schreibweise

In der mathematischen Sprache werden oftmals spezielle Sprechweisen verwendet. Dafür kommen
abkürzende Zeichen zum Einsatz. Hier die Liste:

• Das Zeichen ∃ für die Sprechweise
”
Es gibt (mindestens) ein ...“

• Das Zeichen ∃1 oder ∃! für die Sprechweise
”
Es gibt genau ein ...“

• Das Zeichen ∀ steht für den Ausdruck
”
Für alle “.

• x := y für
”
x der (neue) Ausdruck x ist definiert durch den (bekannten) Ausdruck y. “.

• In mathematischen Sätzen oder Definitionen steht der Doppelpunkt oftmals für
”
sodass gilt

“,
”
somit gilt “oder ähnliches.

Der Vorteil dieser Abkürzungen werden im Laufe der Vorlesung klar. Wir werden die mathemati-
sche Schreibweisen mit Hilfe dieser Zeichen mittels learning by doing erarbeiten.

Beispiel 1.2.1. Betrachten Sie nochmal Beispiel 1.1.8. Die Aussage, welche negiert werden
soll, lautet mit Hilfe von Quantoren

¬(∀x : (a(x) =⇒ b(x)) .

Die Negation ist dann einfach
∀x : (a(x) =⇒ b(x)) .

Es geht auch noch auf andere Art, führt aber auf dasselben Ergebnis. Aus

¬(∀x : (a(x) =⇒ b(x))
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folgt
∃x : ¬ (a(x) =⇒ b(x))

und dann
∃x : (a(x) ∧ ¬b(x)) .

1.3 Beweismethoden

Ein mathematischer Beweis ist die fehlerfreie Herleitung einer mathematischen Aussage aus Prämiss-
en (Voraussetzungen), bekannten Aussagen und Axiomen. Axiome nennt man Aussagen, deren
Wahrheit angenommen wird und nicht hinterfragt wird (z.B. Satz vom Widerspruch in 1.1.1).
Axiome bilden das Grundgerüst der Mathematik. Mathematische Theorien werden auf Basis von
Axiomen aufgebaut. Ausgehend von diese Axiomen werden weitere Aussagen generiert und durch
Beweise in Ihrer Wahrheit bestätigt. So baut sich laufend eine Theorie auf. Dabei werden durch
sogenannte Definitionen Begriffe festgelegt und definiert, so dass diese zweckmäßig und wider-
spruchsfrei (wohldefiniert) sind. Mit Hilfe dieser Begriffe werden beim Aufbau eine Theorie mittels
sogenannter mathematischer Sätze Aussagen postuliert und durch einen Beweis in Ihrer Gültigkeit
bestätigt. Ein Satz besitzt eine gewisse Tragweite: Der Satz von Pythagoras ist solch ein mathema-
tischer Satz, die Aussage 3 ̸= 5 hingegen nicht. Ein mathematischer Satz ist als solcher bestätigt,
wenn er bewiesen ist. Damit wird in der Mathematik ganz nach dem Schema

”
Definition-Satz-

Beweis“ eine Theorie aufgebaut. Zur besseren Lesbarkeit gibt es

• Hilfssätze (Lemma): Das sind kleinere Sätze, welche Teilaussagen für den Beweis eines größe-
ren (gewichtigeren) Satzes bereitstellen

• Korollar: Das sind aus Sätzen mehr oder weniger direkt folgende Aussagen bzw. Sätze

Mit Hilfe eines Beweises werden also aus sogenannten Prämissen (Axiome, bestehende Aussagen,
...) durch logische Schlussfolgerungen weitere Aussagen hergleitet. Aus diesen können weitere Sätze
gebildet werden u.s.w., siehe Abbildung 1.2.

Abbildung 1.2: Graphische Darstellung eines (direkten) Beweises mit verschiedenen Teilschritten.
Siehe hier.

1.3.1 Der direkte Beweis

Der direkte Beweis einer Aussage folgert die Richtigkeit einer Aussage aus direkten logischen
Schlussfolgerungen aus bereits bekannten Aussagen oder Axiomen (den sogenannten Prämissen).
Zum Beispiel:

Beispiel 1.3.1. Die zu beweisende Aussage ist:
”
25 ist keine Primzahl.“ . Beweis: Da 25 = 52

ist die Zahl 25 durch 5 teilbar. Primzahl ist eine Zahl p, welche nur durch sich selbst und 1
teilbar ist. Die logische Verneinung ist, dass eine Zahl p keine Primzahl ist, wenn die Zahl
durch eine Zahl q ̸= p, 1 teilbar ist. Das ist bei uns der Fall mit p = 25 und q = 5. Also ist die
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Aussage wahr.

Beispiel 1.3.2. Die zu beweisende Aussage ist: Für alle n ∈ N gilt der Zusammenhang

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

Der Knackpunkt ist dabei, dass man die Aussage für alle n, also unendlich viele Zahlen, zeigen
muss. Ausprobieren einzelner Werte reicht nicht als Beweis aus. Wenn man für ein einzelnes
n die Formel verifiziert, hat man diese auch nur für dieses n bewiesen. Nicht aber für alle n.
Ein direkter Beweis geht wie folgt. Sei sn = 1+ . . . n. Dann ist 2sn = (n+ 1) + · · ·+ (n+ 1)︸ ︷︷ ︸

n−mal

=

n(n+ 1). Durch Umformung folgt sn = n(n+1)
2 .

Hat man eine zu beweisende Aussage A =⇒ B so nennt man A die Prämisse und muss durch
logische direkte Schlussfolgerungen die Wahrheit der Implikation beweisen. Damit folgt aufgrund
der Wahrheitstabelle die Aussage B.

1.3.2 Der indirekte Beweis - Kontradiktion

Manchmal ist es nicht möglich, eine Aussage direkt zu beweisen (oder man hat diese noch nicht
gefunden!). Eine weitere Beweismethode nutzt die Äquivalenz von A =⇒ B und ¬B =⇒ ¬A aus.
Statt ausgehend von A die Implikation A =⇒ B zu folgern (und damit automatisch die Gültigkeit
von B), kann man auch von ¬B ausgehen und die Implikation ¬B =⇒ ¬A herleiten.

Beispiel 1.3.3. Formen Sie die Implikation
”
Wenn es regnet, ist die Straße nass“ logisch

äquivalent in einem Implikation der negierten Aussagen um.

Beispiel 1.3.4. Sei I =]a, b[ und x0 ∈ I. Sei f : I → R eine stetig differenzierbare Funktion.
Dann gilt die Aussage (A =⇒ B)

f besitzt in x0 ∈ I ein Extremum =⇒ f ′(x0) = 0.

Proof. Angenommen es gibt ein x0 ∈ I mit f ′(x0) ̸= 0. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit
sei f ′(x0) > 0. Aufgrund der Stetigkeit von f ′ gibt es ein J ⊆ I mit x0 ∈ J so, dass f auf
J monoton steigend ist. Damit gibt es zwei Punkte x1, x2 ∈ J mit x1 < x0 < x2 so, dass
f(x1) < f(x2). Damit ist x0 ∈ I kein Extremum. Das ist genaut die Aussage ¬A. Damit hat
man ¬B =⇒ ¬A bewiesen.

1.3.3 Der indirekte Beweis - Reductio ad absurdum

Der sogenannte Widerspruchsbeweis ist eine Variante der zuvor eingeführte Kontradiktion. Um
A ⇒ B zu beweisen, nimmt man A ∧ (¬B) an und zeigt, dass diese Aussage falsch ist. Dies
geschieht, in dem man aus A ∧ (¬B) irgendeinen Widerspruch herleitet.

Beispiel 1.3.5. Der zu beweisende Satz lautet:
Sei z ∈ Q. Dann gilt z2 ̸= 2.
Die Aussage A ist z ∈ Q. Die Aussage B ist z2 ̸= 2.

Proof. Per Widerspruchsbeweis. Wir nehmen an A ∧ ¬B, also z ∈ Q UND z2 = 2. Ohne
Beschränkung der Allgemeinheit betrachten wir nur positive z. Aus A folgt, dass es teilerfremde
m,n ∈ N so gibt, dass z = n

m . Aus ¬B folgt z2 = n2/m2 = 2. Daraus folgt n2 = 2m2. Das
bedeutet, dass n2 eine gerade Zahl ist. Aus einem Hilfslemma folgt, dass n gerade ist, z.B.
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n = 2l. Dann folgt, dass n2 = 4l2 = 2m2. Damit m2 = 2l2. Also ist auch m gerade. Damit sind
aber m,n nicht teilerfremd. Dies ist ein Widerspruch zur Teilerfremdheit von n und m.

1.3.4 Die vollständige Induktion

Dies ist eine Beweismethode, um eine Aussage A(n) über den Zusammenhang zwischen Formeln
natürlicher Zahlen zu beweisen. Die Schritte sind:

1. Induktionsbeginn: Man zeigt, dass A(n) für ein n0 ∈ N korrekt ist, also A(n0) wahr ist.

2. Induktionsannahme: Man nimmt jetzt an, dass A(n) für ein einzelnes ñ gilt, also A(ñ) wahr
ist.

3. Induktionsaussage: Unter der Induktionsannahme, dass A(ñ) wahr ist, wird nun behauptet,
dass auch A(ñ+ 1) wahr ist.

4. Induktionsbeweis: Dies ist nun der Beweis der Induktionsaussage, also der ImplikationA(ñ) =⇒
A(ñ+ 1). Dieser Schritt wird auch als

”
Der Schluss von n auf n+ 1“ genannt.

5. Ist der Induktionsbeweis erfolgt, so gilt nun die Formel A(n) für alle n ≥ n0. Denn die Formel
gilt ja für A(n0). Durch den Induktionsbeweis gilt dann eben auch die Formel für A(n0+1).
Demnach aber auch für A(n0 + 2), A(n0 + 3), . . . .

Ein klassisches Beispiel zum Induktionsbeweis ist

Beispiel 1.3.6. C.F. Gauß (1777-1855) fand eine Formel, wie man die Zahlen von 1 bis
100 summiert. Statt Summand für Summand aufzusummieren, berechnete Gauß das Verhältnis
100∗101

2 . Allgemein gilt für n ∈ N der Zusammenhang

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

Die Gültigkeit dieser Formel (die Aussage A(n)) muss bewiesen werden. Dies geht mittels In-
duktionsbeweis wie folgt:

1. Induktionsbeginn: Die Formel stimmt für n0 = 1, wie man leicht nachrechnet.

2. Induktionsannahme: Die Formel gilt für ein ñ.

3. Induktionsaussage: Die Formel stimmt für ñ+ 1.

4. Induktionsbeweis: Wir fangen mit der linken Seite von A(ñ + 1) an und benützen gleich
die Induktionsannahme:

1 + · · ·+ ñ︸ ︷︷ ︸
A(ñ)

+(ñ+ 1) =
ñ(ñ+ 1)

2
+ (ñ+ 1) =

(ñ+ 1)(ñ+ 2)

2

Also gilt

1 + · · ·+ ñ+ (ñ+ 1) =
(ñ+ 1)(ñ+ 2)

2
.

Dies ist aber genau A(ñ+ 1).

Beispielsweise kann die Gültigkeit folgender wichtiger Ungleichung induktiv bewiesen werden.
Diese Ungleichung wird im Laufe der Vorlesung noch mehrmals auftauchen.

Satz 1.3.1. (Ungleichung von Bernoulli) Sei h ≥ −1 und n ∈ N. Dann gilt (1+h)n ≥ 1+nh.

Beweis: per Induktion, siehe Wikipedia.
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1.3.5 Das Gegenbeispiel

Angenommen es ist eine noch unbewiesene Implikation A ⇒ B gegeben. Man vermutet, dass diese
falsch ist. Da die Implikation äquivalent zu a ∧ ¬B ist genügt es, ein Beispiel anzugeben, dass A
erfüllt, aber nicht B. Ein solches Beispiel nennt man ein Gegenbeispiel.

Beispiel 1.3.7. Seien m,n ∈ N. Ist das Produkt m · n gerade, so auch m und n.
Um dies zu widerlegen nehmen wir m = 3 und n = 4. Damit ist A erfüllt, aber nicht B. Also
ist obige Aussage als Implikation falsch.

1.4 Mengen

Definition 1.4.1 (Menge). Eine Menge ist die Zusammenfassung von wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen (Definition nach Georg
Cantor (1845-1918)). Besitzt eine Menge keine Elemente, so nennt man sie leere Menge
(Schreibweise ∅, {}).
Wählt man ein Element x aus der Menge M aus, so schreibt man x ∈ M . Ist das Element x
nicht in der Menge M enthalten, so schreibt man x /∈ M .

Diese Definition reicht für unsere Zwecke aus. Man soll sich aber vor Augen führen, dass wir bereits
mit dieser Mengendefinition in logische Unstimmigkeiten laufen:

• Wenn wir die leere Menge wie oben definieren, dann haben wir sozusagen das Nichts zu
einem Objekt unsere Anschauung gemacht.

• Das bekannte Beispiel der
”
Russel’sche Antinomie“(B. Russell, 1872 – 1970) führt auf einen

Widerspruch. Die Antinomie definiert eine neue Menge wie folgt:
Sei M die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten, M := {x : x /∈ x}.
Die Frage ist jetzt: Gilt M ∈ M ? Diese Frage kann nicht als wahr oder falsch entschieden
werden, liefert also einen Widerspruch. Die Mengenlehre nach Cantor muss deshalb erweitert
werden. Wir gehen darauf aber nicht weiter ein.

Definition 1.4.2 (Teilmenge). Gibt es zwei (verschiedene) Mengen A und B für welche gilt,
dass jedes Element aus A auch in B enthalten ist, so nennt man A eine Teilmenge von B.
In Zeichen A ⊆ B ⇔ (x ∈ A ⇒ x ∈ B). Die Menge A ist eine echte Teilmenge von B,
wenn A ⊆ B und A ̸= B.

Definition 1.4.3 (Mengenoperationen). Der Durchschnitt zweier Mengen A und B ist
definiert als A ∩B := {x : x ∈ A ∧ x ∈ B}.
Die Vereinigung zweier Mengen A und B ist definiert als A ∪B := {x : x ∈ A ∨ x ∈ B}.
Die Differenz zweier Mengen A und B ist definiert als A\B := {x : x ∈ A ∧ x /∈ B}.
Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist definiert als P (M) := {A : A ⊂ M}.
Zwei Mengen A,B, nennt man disjunkt, wenn A ∩B = ∅.

Satz 1.4.1. Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente
besitzen. In Zeichen: A = B ⇔ ((A ⊆ B) ∩ (B ⊆ A))

Definition 1.4.4 (Mächtigkeit). Sei A eine Menge. Die Mächtigkeit einer Menge bezeich-
net die Anzahl deren Elemente, in Zeichen |A|. Sind dies endlich viele, so ist |A| ∈ N, |A| = ∞
sonst.
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Wir gehen in Kapitel 1.5 auf den Begriff der Mächtigkeit und das Symbol ∞ nochmals genauer
ein.

Definition 1.4.5 (direktes (kartesisches) Produkt von Mengen A1, . . . , An). Aus n-Mengen
A1, . . . , An können Paare, Triple, . . . von Elementen aus Ai gebildet werden:

• A×B := {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

• A1 ×A2 × · · · ×An := {(a1, a2, . . . , an) : ai ∈ Ai, i = 1, . . . , n}.

• Gilt A1 = A2 = . . . An = A so schreibt man für das kartesische Produkt An.

Beispiel 1.4.1. Die Anschauungsebene ist das kartesische Produkt der reellen Zahlen. Man
schreibt R2 = R× R.

1.5 Zahlensysteme und die reellen Zahlen R
Das Fundament der Zahlen und somit der Analysis bilden 5 Grundregeln, sog. Axiome, welche
die natürlichen Zahlen definieren. Die ist unser Ausgangspunkt. Axiome bezeichnen in der Mathe-
matik Aussagen, welche als wahr angenommen werden und nicht bewiesen werden. Eine Menge
von Axiomen (ein sog. Axiomensystem) definiert also einen Satz von Aussagen, welche als wahr
angenommen werden. In der Mathematik wurde lange versucht ein minimales Axiomensystem zu
finden, aus welchem sich sämtliche Aussagen der Mathematik herleiten lassen (vereinfacht gespro-
chen). Die Hoffnung bestand insbesondere darin, dass man im Wesentlichen nur die natürlichen
Zahlen dafür benötigt. Das hat sich als falsch herausgestellt (In jedem Axiomensystem gibt es
unentscheidbare Aussagen). Das Axiomensystem der natürlichen Zahlen basiert auf dem Indukti-
onsprinzip und wurde vom italienischen Mathematiker Peano im 19. Jh. formuliert. Diese lauten

1. Null ist eine natürliche Zahl. (0 ∈ N)

2. Jede natürliche Zahl n ∈ N hat eine natürliche Zahl n′ als Nachfolger:
∀n ∈ N : n ∈ N =⇒ n′ ∈ N

3. 0 ist kein Nachfolger einer natürlichen Zahl:
∀n ∈ N : n ∈ N =⇒ n′ ̸= 0

4. Natürliche Zahlen mit gleichem Nachfolger sind gleich:
∀n,m ∈ N : m′ = n′ =⇒ m = n

5. Enthält die Menge X die 0 und mit natürlichem n ∈ X auch deren Nachfolger n′, so ist
N ⊆ X,

Das letzte Axiom ist das sogenannte Induktionsaxiom, worauf die Methode der vollständigen In-
duktion basiert. Es ist äquivalent zur Aussage, dass jede nichtleere Menge natürlicher Zahlen ein
kleinstes Element besitzt. Mit Hilfe dieser Axiome lassen sich dann induktiv die Addition und
Multiplikation auf N definieren. Wir verweise auf weiterführende Literatur.

Wir kürzen nun ab und definieren folgende Zahlensysteme:

Definition 1.5.1. Aus den natürlichen Zahlen können folgende Zahlensystem konstruiert
werden:

• N := {1, 2, 3, . . . }, genannt die Menge der natürlichen Zahlen.

• Z := {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . }, genannt die Menge der ganzen Zahlen
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• Q := {m
n : m,n ∈ Z, n ̸= 0}, genannt die Menge der rationalen Zahlen.

Die rationalen Zahlen und deren Lücken

Wendet man eine mathematische Operation auf eine Menge an, dann ist es wünschenswert, wenn
das Ergebnis wieder in der Menge selbst liegt. Wenn man natürliche Zahlen addiert, ist das Ergeb-
nis wieder eine natürliche Zahl. Wenn man natürliche Zahlen subtrahiert, kann es sein, dass das
Ergebnis keine natürliche Zahl ist. Man sagt, dass die natürlichen Zahlen bezüglich der Operation
− nicht abgeschlossen sind. Man benötigt also neue Zahlen. Die ganzen Zahlen Z sind bezüglich
der Subtraktion und Addition abgeschlossen. Jedoch kann man Verhältnisse ganzer Zahlen bilden,
welche keine ganze Zahlen sind. Also benötigt man mehr Zahlen. Dies führt auf die rationalen
Zahlen. Diese nennt man auch die Menge der Verhältniszahlen oder Bruchzahlen.

Satz 1.5.1. Die rationalen Zahlen Q sind bezüglich der Operationen Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division (mit Divisor ̸= 0) in sich abgeschlossen.

Rationale Zahlen kann man als Bruchzahl oder mittels einem Stellenwertsystem zur Basis 10
schreiben:

Definition 1.5.2. Ein Dezimalbruch mit n-Stellen nach dem Komma ist eine Zahl der Form

f = z +
a1
10

+
a2
100

+
a3
103

+ · · ·++
an
10n

,

wobei z ∈ N und ai ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}.

Beispielsweise gilt

• 1.7 = 17
10 = 1 + 7

10

• 1.325 = 1 + 3
10 + 2

100 + 5
1000 = 1325

1000 .

• Wenn man nun versucht die rationale Zahl 1
3 als Dezimalbruch mit n-Stellen zu schreiben,

dann scheitert man. So groß man auch n-wählt. Grund ist, dass die Gleichung der Form

1

3
=

b

10n

oder umgeformt,
10n = 3b.

nicht erfüllbar ist. Die Zahl 3 kann kein Teiler einer Potenz von 10 sein. Jedoch erkennt man,
dass im Dezimalbruch von 1

3 jede Nachkommastelle ai gleich 3 ist. Der Dezimalbruch ist
nicht endlich, jedoch wiederholt sich ein Schema für die Zahlen ai.

Man kann nun zeigen, dass wenn eine rationale Zahl einen unendlichen Dezimalbruch ergibt, dann
muss es eine periodische Wiederholung der Reste in den Divisionen geben. Es muss also eine
Abfolge der Zahlen ak, . . . , al mit k > l geben, welche sich periodisch wiederholt. Man nennt eine
solche Zahl einen periodischen unendlichen Dezimalbruch.

Beispiel 1.5.1. Folgende Zahlen sind Beispiele rationaler Zahlen mit unendlichem Dezimal-
bruch. Die Linie über den Zahlen bezeichnet die sich wiederholende Zahlenfolge (also ein peri-
odischer unendlicher Dezimalbruch):

• 1
2 = 0.5, 2345607596878989877567546464643

100 = 23.45607596878989877567546464643

• 1
3 = 0.3, 34

21 = 1.619047, 225
336 = 0.66964285714

Es gilt:
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Satz 1.5.2. Jede rationale Zahl lässt sich entweder als endlicher Dezimalbruch mit n-Stellen
oder als unendlicher periodischer Dezimalbruch schreiben.

Ein wichtiges Ergebnis der Antike ist die Entdeckung von Zahlen, welche sich nicht als Verhält-
nisse ganzer Zahlen ausdrücken lassen. Diese Entdeckung wird üblicherweise den Pythagoräern (5.
Jh. v.Chr.) zugeschrieben. In der griechischen Kultur waren zunächst nur Verhältnisse von Zahlen
bekannt. Die Vorstellung war, dass sich die gesamte Welt durch Verhältnisse natürlicher Zahlen
erklären lässt. Da Verhältnisse sich geometrisch gut interpretieren lassen, war die griechische Ma-
thematik vor allem geometrischer Natur. Der Kreis war das vollkommene Objekt. Nur eigenartig,
dass einfach keine Bruchzahl zu finden war, welche den Umfang des Kreises beschrieb. Dasselbe
Dilemma bestand mit der Diagonale des Einheitsquadrats. Euklid 300 v.Chr. formulierte und
bewies dann schlussendlich die nicht Rationalität von

√
2. Damit waren neue Zahlen gefunden,

welche nicht in die Vorstellung der Weltordnung der Griechen passte. Mit entsprechenden Folgen.
Geometrisch bedeutet die Nicht-Rationalität, genannt Irrationalität, dass man beispielsweise einen
Winkel nicht mit Lineal und Zirkel alleine in drei gleiche Teile teilen kann. Oder dass man nur
mit Lineal und Zirkel kein zu einem Kreis inhaltsgleiches Quadrat finden kann. Beide Probleme
hängen damit zusammen, dass die Kreiszahl π eine transzendente Zahl ist. Das Problem des Nicht-
rationalen hat, nicht nur im Zusammenhang mit o.g. klassischen Problemen, die Mathematiker
aller Generationen beschäftigt. Erst gegen Ende des vorigen Jahrhunderts waren die Betrachtun-
gen zum Irrationalen im Wesentlichen abgeschlossen. Entscheidend für die heutige Theorie der
sogenannten irrationalen Zahlen waren vor allem die grundlegenden Arbeiten von R. Dedekind
(1831-1916), G.Cantor (1845-1918) und K. Weierstrass (1815-1897). Wir gehen im Folgenden kurz
darauf ein.

Satz 1.5.3. Keine rationale Zahl p ∈ Q genügt der Gleichung p2 = 2.

Proof. Per Widerspruchsbeweis. Siehe Vorlesung.

Folgerung aus diesem Satz ist, dass die Diagonale des Einheitsquadrats keine rationale Zahl ist!
Im Kapitel über Folgen werden wir sehen, dass man aber die Zahl p immer

”
genauer“annähern

kann,
1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, . . . .

Die rationalen Zahlen besitzen folgende
”
Schwäche “bzw. Unvollständigkeit:

Satz 1.5.4. Sei
A = {p ∈ Q : p2 < 2}, B = {p ∈ Q : p2 > 2}.

Dann enthält A keine größte und B keine kleinste rationale Zahl.

Proof. Siehe Vorlesung.

Eine weitere Eigenschaft von Q ist, dass zwischen zwei rationalen Zahlen wieder eine zu finden ist.
Zwischen zwei beliebigen rationalen Zahlen r, s mit r < s kann die rationale Zahl

r <
r + s

2
< s

konstruiert werden. Also liegen die rationalen Zahlen gewisserweise dicht. Nun beachten Sie aber
die Mengen aus Satz 1.6.4. Die rationalen Zahlen besitzen jedoch sozusagen Lücken. Die reellen
Zahlen erhält man nun durch schließen dieser Lücken von Q.

Die reellen Zahlen - Supremumseigenschaft

Wir schließen nun die Lücken. Wir geben noch folgende Definitionen zur Vorbereitung.
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Definition 1.5.3 (Beschränktheit). Eine nichtleere Teilmenge K ⊂ M heißt nach oben
beschränkt wenn es ein Element o ∈ M gibt, so dass k ≤ o,∀k ∈ K gilt. Das Elemente
o nennt man obere Schranke. Eine nichtleere Teilmenge K ⊂ M heißt nach unten be-
schränkt wenn es ein Element u ∈ M gibt, so dass u ≤ k, ∀k ∈ K gilt. Das Elemente u
nennt man untere Schranke.

Eine obere bzw. untere Schranke ist nicht eindeutig!

Definition 1.5.4 (Infimum, Supremum). Sei K eine nichtleere Teilmenge von M . Ein Ele-
ment S heißt Supremum der Menge K, wenn es die kleinste aller oberen Schranken ist, in
Zeichen S = supK. Für jede obere Schranke o von K gilt S ≤ o. Das Supremum S muss
nicht der Menge K angehören! Analog ist die größte untere Schranke s, das Infimum, in
Zeichen s = infK, definiert.

Definition 1.5.5 (Maximum, Minimum). Sei K eine nichtleere Teilmenge von M . Ein Ele-
ment S heißt Maximum der Menge K, wenn S = supK und S ∈ K ist. Ein Element s
heißt Minimum der Menge K, wenn s ∈ K und s ∈ K ist.

Beispiel 1.5.2. Betrachten Sie:

1. Die Mengen A aus Satz 1.5.4 ist nach oben beschränkt. Die oberen Schranken von A
sind genau die Elemente von B. B selbst enthält kein kleines Element, damit hat A keine
kleinste obere Schranke, also kein Supremum. Genauso besitzt B kein Infimum, ist aber
nach unten beschränkt, jedes Element von A ist untere Schranke von B.

2. Damit besitzt nicht jede Teilmenge der rationalen Zahlen ein Supremum bzw. Infimum.

3. Für die Menge C = {1/n : n ∈ N} gilt supC = maxC = 1 aber infC = 0. C besitzt kein
Minimum.

Definition 1.5.6. Eine (geordnete) Menge M hat die Supremums-Eigenschaft, wenn gilt,
dass jede nichtleere, nach oben beschränkte Teilmenge E von M ein Supremum besitzt.

Beispiel 1.5.3. Die Menge M = Q hat nicht die Supremums-Eigenschaft, da z.B die Teilmenge
E = {x ∈ Q : x2 < 2} kein Spremum im Q besitzt.

Man kann nun zeigen, dass eine nichtleere nach unten beschränkte Menge U mit Supremumsei-
genschaft, auch die Infimums-Eigenschaft besitzt. Jetzt können wir auf diese Weise die Menge der
reellen Zahlen einführen. Ganz einfach gesagt, schaut man welche Teilmengen von Q kein Supre-
mum bzw. Infimum besitzen und ergänzt diesen Defekt. Die dafür notwendigen Elemente sind
neue Zahlen, die sog. irrationalen Zahlen (wie z. B. π,

√
2, e,

√
5, . . . ).

Satz 1.5.5. Es gibt eine Menge (geordneten Körper) R, welcher die Supremums-Eigenschaft
hat und die rationalen Zahlen Q als Teilmenge (Unterkörper) besitzt. Die Elemente von R
heißen reelle Zahlen. Die Elemente aus R\Q heißen irrationale Zahlen.

Die reellen Zahlen haben folgende wichtige Eigenschaften. Insbesondere die letzte Aussage zeigt
die Erweiterung des Zahlenbereichs gegenüber den rationalen Zahlen.
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Satz 1.5.6. Es gilt

• Archimedische Eigenschaft: Zu x, y ∈ R mit x > 0 gibt es ein n ∈ N so, dass nx > y.

• Sind x, y ∈ R mit x < y, so gibt es ein p ∈ Q so, dass x < p < y. Zwischen je zwei
reellen Zahlen gibt es eine rationale.

• Für jede reelle Zahl x > 0 und jede positive ganze Zahl n ∈ Z gibt es eine reelle Zahl y
mit yn = x. Man schreibt y = n

√
x = x

1
n .

• In der Menge der reellen Zahlen besitzt jede nach oben beschränkte Menge ein Supre-
mum. Jede nach unten beschränkte Menge reeller Zahlen besitzt ein Infimum (Vollständig-
keitsaxiom)

Die reellen Zahlen - Dezimalbrüche

Man kann die irrationalen bzw. reellen Zahlen auch über die oben eingeführten Dezimalbrücke in
gewisser Weise

”
anschaulicher “einführen.

Satz 1.5.7. Die Diagonale des Einheitsquadrats kann nur als unendliche nichtperiodische
Dezimalzahl geschrieben werden, also

√
2 /∈ Q.

Dies bedeutet, dass sich in allen Nachkommastellen keine sich periodisch wiederholende Zahlen-
folge finden lässt, egal welcher Länge.

Definition 1.5.7. Eine Zahl, welche nur über einen unendlichen nichtperiodischen Dezimal-
bruch dargestellt werden kann, nennt man irrational. Die Menge R der reellen Zahlen ist
die Menge Q vereinigt mit der Menge der irrationalen Zahlen.

Handhabung der reellen Zahlen

Die reellen Zahlen entziehen sich der Vorstellungskraft, obwohl wir jeden Tag mit diesen Zahlen
rechnen und hantieren. Sie müssen sich nur die Komplexität der reellen Zahlen vor Augen führen:

• Je zwei beliebige Intervalle reeller Zahlen sind gleichmächtig.

• Jedes noch so kleine Intervall enthält überabzählbar viele reelle Zahlen.

• Jede Menge paarweise disjunkter echter Intervalle ist höchstens abzählbar, da es in jedem
Intervall eine rationale Zahl gibt und Q abzählbar ist!

Aufgrund der Wichtigkeit heben wir folgende Eigenschaft reeller Zahlen als eigenen Satz hervor

Satz 1.5.8. In jeder noch so kleinen Umgebung einer irrationalen Zahl gibt es unendlich
viele rationale Zahlen. Diese Eigenschaft erlaubt es, eine irrationale Zahl beliebig genau durch
rationale Zahlen zu approximieren.

Wie schon erwähnt, ist die Kreiszahl π = 3, 141592 . . . keine rationale Zahl. Der Umfang des
Kreises lässt sich nicht durch das Verhältnis zweier Strecken exakt darstellen. Mann kann zwar
durch Verhältnisse die Kreiszahl beliebig genau annähern, aber eben nie exakt darstellen. Mit
mehr Rechenleistung können Sie immer mehr Stellen von π berechnen (endlich viele), aber eben
nie alle Stellen. Die Schreibweise π oder auch

√
2 ist nur eine abkürzende Schreibweise für diese

neuen Zahlen.
Hinweis: In 2021 sind an der FH Graubünden sind ca. 62 Billionen Nachkommastellen von π
berechnet worden (dafür waren ca. 1000TB Speicherplatz notwendig).
Bei einem derart dichten Gebilde stellen sich folgende Fragen: Kann man überhaupt eine Zahl aus
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dieser Menge auswählen, wenn ja wie? Gibt es zu einer Menge immer ein größtes bzw. kleinstes
Element? Wie kann man mit diesen eigenartigen Zahlengebilde überhaupt rechnen? Kann man
diese Zahlen überhaupt der Größe nach ordnen? Wie soll man denn entscheiden, ob eine gegebene
reelle Zahl größer als eine andere ist? Gelten die üblichen Rechenregeln aus der Schule? Das sind
grundlegende Fragestellung, welche viele Mathematiker über Jahrhunderte beschäftigten.
Die grafische Darstellung der reellen Zahlen erfolgt mittels der sogenannten Zahlengeraden, siehe
Abbildung 1.3. Nach Euklid lauten die geometrischen Axiome von Punkt und Gerade:
Ein Punkt ist, was keine Teile hat. Eine Linie ist eine breitenlose Länge. Eine Gerade ist eine Linie,
die bezüglich der Punkte auf ihr stets gleich liegt. Unserer Vorstellung nach ist eine reelle Zahl

Abbildung 1.3: Darstellung der reellen Zahlengeraden, aus [11]
.

einfach ein Punkt auf der Zahlengeraden. Wenn man beispielsweise von einen
”
Zeitpunkt“spricht,

meint man einfach einen Punkt auf der reellen Zahlengeraden.

Definition 1.5.8. Wir verwenden folgende abkürzende Schreibweisen:

R+ := {x ∈ R : x > 0}, R− := {x ∈ R : x < 0}

Z+ := {x ∈ Z : x > 0}, Z− := {x ∈ Z : x < 0}

Q+ := {x ∈ Q : x > 0}, Q− := {x ∈ Q : x < 0}

Rechenregeln in R
Der Vollständigkeit halbe listen wir nun sämtliche Rechenregeln in den reellen Zahl aus. Diese
folgen alle aus den Axiomen der reellen Zahlen (siehe Ergänzung). Sei x, y, z ∈ R. Dann gilt:

1. (x+ y) + z = x+ (y + z)

2. x+ 0 = x

3. x+ (−x) = 0

4. x+ y = y + x

5. (xy)z = x(yz)

6. x · 1 = x

7. x 1
x = 1, x ̸= 0

8. xy = yx

9. x(y + z) = xy + xz

Potenzregeln: Wir definieren für x ∈ R und n ∈ N die Potenz xn = x · x · · · · · x und x0 = 1, x ̸= 0
und x−n = 1

xn . Dann gelten folgende Regeln (x, y ∈ R)

1. x · 0 = 0

2. xy = 0 =⇒ x = 0 oder y = 0

3. x2 = y2 ⇔ x = y oder x = −y
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4. −(−x) = x, −(x+ y) = −x− y

5. (−x)y = x(−y) = −xy, (−x)(−y) = xy

6. xnxm = xn+m, m, n ∈ Z und x ̸= 0

7. xnyn = (xy)n, n ∈ Z und x, y ̸= 0

Weiters gelten die binomischen Formeln (a, b ∈ R)

1. (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

2. (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2

3. (a+ b)(a− b) = a2 − b2

4. (a± b)3 = a3 ± 3a2b+ 3ab2 ± b3

Für a, b, c, d ∈ R gelten folgende Regeln, welche aus den Ordnungsaxiomen folgen (siehe Ergänzung)

1. a ≤ b und c ≤ d =⇒ a+ c ≤ b+ d

2. a ≤ b und c < 0 =⇒ ac ≥ bc und a
c ≥ b

c

3. a ≤ b =⇒ −b ≤ −a

4. 0 < a ≤ b =⇒ 0 < 1
b ≤ 1

a

5. a ≤ b < 0 =⇒ 1
b ≤ 1

a < 0

6. a < 0 < b =⇒ 1
a < 0 < 1

b

Ergänzung: Körper-Axiome

In der Mathematik arbeitet man typischerweise mit Mengen und Operationen auf diesen Men-
gen. Abhängig von den Eigenschaften dieser Operationen definiert man sogenannte algebraische
Strukturen wie Gruppen, Ringe etc. Eine wichtige Struktur ist jede eines Körpers, welche wir nun
definieren. Die reellen, rationalen und ganzen Zahlen mit der üblichen Addition und Multiplikation
bilden sogenannte Körper. Wir definieren:

Definition 1.5.9. Ein Körper ist eine Menge K mit zwei Operationen, genannt Addition
und Multiplikation, mit folgenden Eigenschaften.

A) Axiome der Addition:

• Für jedes x, y ∈ K gilt, dass x+ y ∈ K.

• Kommutativgesetz: x+ y = y + x für alle x, y ∈ K.

• Assoziativgesetz: (x+ y) + z = x+ (y + z) für alle x, y, z ∈ K.

• K enthält ein Element genannt 0, so dass 0 + x = x für alle x ∈ K.

• Zu jedem x ∈ K gibt es ein Element, bezeichnet mit −x ∈ K, so dass x+(−x) = 0.

B) Axiome der Multiplikation:

• Für jedes x, y ∈ K gilt, dass x · y ∈ K. Wir kürzen ab: x · y = xy.

• Kommutativgesetz: xy = yx für alle x, y ∈ K.

• Assoziativgesetz: (xy)z = x(yz) für alle x, y, z ∈ K.

• K enthält ein Element genannt 1 ̸= 0, so dass 1x = x für alle x ∈ K.

• Zu jedem x ∈ K,x ̸= 0 gibt es ein Element, bezeichnet mit 1
x ∈ K, so dass

x( 1x ) = 1.
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C) Distributivgesetz: Für alle x, y, z ∈ K gilt x(y + z) = xy + xz.

Man kann nun versuchen auf dem Körper K eine Ordnung einzuführen (größer/kleiner).
Dies geschieht durch folgende Axiome:

D) Ordnungsaxiome (x, y, z ∈ R):

• Zwischen zwei reellen Zahlen besteht immer genau einer der folgenden Größenbe-
ziehungen: x < y, x = y, x > y

• x < y und y < z =⇒ x < z

• x < y ⇔ x+ c < y + x, c ∈ R
• x < y und 0 < c ⇔ xc < yc

E) Jede nach oben beschränkte Menge reeller Zahlen besitzt ein Supremum in R (Vollständig-
keitsaxiom).

Man schreibt (K,+, )̇.

Insgesamt nennt man R einen ordnungsvollständigen geordneten Körper. Aus diese Axiomen kann
man die aus der Schule bekannten Rechenregeln wie z. B. die Potenzregeln, ableiten.

Ergänzung: Mächtigkeit von N, Q und R. Wie viele Zahlen gibt es?

Bisher haben wir genau genommen nur zwei irrationale Zahlen kennengelernt (π und
√
2). Die

Frage ist nun, wie viele es davon gibt. Bevor wir diese Frage beantworten überlegen wir uns die
Mächtigkeit der natürlichen Zahlen.

Die natürlichen Zahlen besitzen kein Supremum. Zu jeder natürlichen Zahl kann eine größere
genannt werden, man zählt einfach 1 hinzu. Dieses Bildungsgesetz ist für jede natürliche Zahl
identisch. Man sagt, dass die natürlichen Zahlen induktiv aufgebaut sind. Man startet bei 1 und
addiert +1 und erhält so die nächste natürliche Zahl. Diese Konstruktion kann beliebig lange
wiederholt werden. Es gibt also mehr als endlich viele Zahlen, sonst müsste das induktive Kon-
struktionsprinzip nach endlicher Zeit aufhören.

Definition 1.5.10. Die Anzahl |A| der Elemente einer Menge A nennt man die Mächtigkeit
der Menge A. Zwei Mengen A, B heißen gleichmächtig, falls es eine Bijektion f : A → B
gibt. Dies gilt auch für nicht endliche Mengen.

Satz 1.5.9. Die Mächtigkeit der natürlichen Zahlen ist nicht endlich. Die Mächtigkeit der
natürlichen Zahlen nennt man abzählbar unendlich. Man führt das Zeichen ∞ ein und
schreibt: |N| = ∞.

Beispiel 1.5.4. Beantworten Sie folgende Frage: Gibt es gleich viele gerade Zahlen wie natürli-
che Zahlen? Anders ausgedrückt. Sei Ng ⊂ N die Menge der geraden natürlichen Zahlen. Gilt
|Ng| = |N|? In der Tat gilt dies. Sie können aus einer abzählbar unendlichen Menge abzählbar
unendlich viele Elemente entfernen, ohne dass sich die Mächtigkeit ändert!

Überraschenderweise gilt nun:

Satz 1.5.10. Die Mächtigkeit von N und Q stimmen überein. Die Mächtigkeit der rationalen
Zahlen ist also abzählbar unendlich.

23



Mit Hilfe des sogenannten ersten Cantor’schen Diagonalverfahrens, kann man eine Bijektion f :
N → Q konstruieren und so obige Aussage beweisen (Georg Cantor, 1845-1918).

Noch überraschender ist aber nun folgender Sachverhalt:

Mit Hilfe des zweiten Cantor’schen Diagonalverfahrens kann man nun zeigen, dass die Menge der
irrationalen Zahlen größer als abzählbar unendlich ist.

Definition 1.5.11 (Mächtigkeit der reellen Zahlen). Die Menge der reellen Zahlen R ist
mächtiger als Q. Die Mächtigkeit der reellen Zahlen wird überabzählbar unendlich ge-
nannt.

Es gibt keine Bijektion zwischen der Menge der rationalen Zahlen und den reellen Zahlen. Man
kann auch sagen, dass keine Abbildung f : Q → R surjektiv sein kann. Noch überraschender
ist

Satz 1.5.11. Die Mächtigkeit des Intervalls (0, 1) ist gleich der Mächtigkeit der reellen Zahlen
R.

Dies lässt sich beweisen, indem man zeigt, dass die Funktion f(x) = 1
1−x − 1

x auf (0, 1) eine Bi-
jektion ist.

Jetzt wird es eigenartig:

Satz 1.5.12. Die Potenzmenge der Menge der natürlichen Zahlen hat dieselbe Mächtigkeit
wie jene der reellen Zahlen.

Eigentlich würde man vermuten, dass man die Teilmengen der natürlichen Zahlen abzählen kann.
Das ist eben nicht der Fall.

Satz 1.5.13. Die Potenzmenge der Menge der reellen Zahlen hat eine Mächtigkeit größer
als jene der reellen Zahlen.

Der Beweis zu diesem Satz wird indirekt geführt. Der Widerspruch, der dabei auftritt ähnelt dem
Dilemma des Barbiers (Friseurs), der genau die Personen rasieren soll, die sich nicht selbst rasieren!

1.6 Intervalle reeller Zahlen

Da man einen zusammenhängenden Bereiche reeller Zahlen sehr oft zur Erklärung von Begriffen
wie Stetigkeit, Funktionen, Differenzieren, Integration, etc. benötigt, vergibt man dafür einen
eigenen Namen.

Definition 1.6.1 (Intervalle). Zu zwei Zahlen a, b ∈ R mit a < b nennt man die Menge

[a, b] := {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}. (1.1)

ein abgeschlossenes Intervall mit den Randpunkten a und b. Die Menge

(a, b) := {x ∈ R : a < x < b} . (1.2)

wird offenes Intervall genannt und enthält die Randpunkte a, b nicht. Analog werden die
halboffenen Intervalle [a, b) und (a, b] definiert.

Für die Menge der Zahlen x ≤ a, x ≥ a bzw. R führt man folgende abkürzende Schreibweise ein.
Das Symbol ∞ bezeichnet

”
Unendlich “und −∞ bezeichnet

”
minus Unendlich “. Damit ist die
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Menge x ∈ R : −∞ < x < ∞ gleich der Menge der reellen Zahlen. (−∞, a] := {x ∈ R : x ≤ a},
(−∞, a) := {x ∈ R : x < a}, (a,∞) := {x ∈ R : a < x}, [a,∞) := {x ∈ R : a ≤ x}.

Ein symmetrischer, offener und zusammenhängender Teilbereich der reellen Zahlen um eine aus-
gewählte reelle Zahl nennt man Umgebung. Genauer:

Definition 1.6.2 (Umgebung). Sei ϵ > 0 und a ∈ R. Das offene Intervall (a−ϵ, a+ϵ) nennt
man eine ϵ-Umgebung von a, in Zeichen Uϵ(a). Gilt b ∈ Uϵ(a), so gilt folgende Ungleichung
a− ϵ ≤ b ≤ a+ ϵ.

Diese Definition wird vor allem bei Funktionsgrenzwerten und Differentialrechnung wieder auftau-
chen.

Das Intervall K = [a, b] besitzt als Minimum a, Maximum b, welche auch gleichzeitig Infimum und
Supremum sind. Die Menge (a, b) besitzt als Infimum a, Supremum b, aber kein Maximum bzw.
Minimum. Für jede obere Schranke o von (a, b) gilt b ≤ o und für jede untere Schranke u von (a, b)
gilt u ≤ a. Die Menge [a, b) besitzt als Minimum a und Supremum b aber kein Maximum.

Erweiterte reelle Zahlengerade

Wir führen an dieser Stelle die erweiterte reelle Zahlengerade ein, da diese später benötigt wird.

Definition 1.6.3. Die erweiterte reelle Zahlengerade besteht aus den reellen Zahlen R und
zwei Symbolen +∞,−∞, so dass −∞ < x < +∞. Besitzt eine Menge E ⊂ R keine obere
Schranke, so schreibt man supE = +∞. Analog bzgl. Infimum und −∞. Man trifft folgende
Vereinbarungen:

x+∞ = +∞, x−∞ = −∞,
x

±∞
= 0.

Für x > 0 definiert man
x · (+∞) = +∞, x · (−∞) = −∞.

Für x < 0 definiert man
x · (+∞) = −∞, x · (−∞) = +∞.

Wir werden noch sehen, dass Ausdrücke wie 0 · (±∞) oder ∞
∞ bewusst nicht definiert werden.

1.7 Ungleichungen

Mit Hilfe von Ungleichungen drückt man aus, wann ein Ausdruck größer bzw. kleiner als ein
anderer Ausdruck ist. Ungleichung treten in den weiterführenden Kapitel oftmals auf. Betrachten
wir ein Beispiel:

Beispiel 1.7.1. Für welche x ∈ R ist der Ausdruck |x−5| kleiner als (x− 1)
2
? Man finde also

alle x ∈ R so, dass
|x− 5| < (x− 1)

2
.

Der Betrag erfordert eine Fallunterscheidung:

• Sei also zunächst x < 5, so ist das Argument des Betrags negativ und es folgt

− (x− 5) < (x− 1)
2
.
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Umgeschrieben führt dies auf die Ungleichung

0 < x2 − x− 4,

welche für x < x1 = −1.562 und x > x2 = 2.562 erfüllt ist. Die Zahlen x1, x2 sind die
Nullstellen der quadratischen Gleichung x2 − x− 4 = 0. Zusammenfassend gelten gleich-
zeitig die Ungleichungen x < 5, x < −1.562 und x > 2.562. Die ergibt die Lösungsmenge

L1 = {x < −1.562} ∪ {2.562 < x < 5}.

• Sei nun x > 5. Damit ist
x− 5 < (x− 1)

2
.

Umgeformt lautet diese Ungleichung

0 < x2 − 3x+ 6.

Diese Gleichung ist für alle x ∈ R erfüllt (es gibt keine reellen Nullstellen). Damit ist die
Lösungsmenge L2 = R.

• Die gesamte Lösungsmenge ist L = L1 ∩ L2 = L1.

1.8 Ergänzung: Kombinatorik

Definition 1.8.1. Sei A := {a1, a2, . . . an}. Eine geordnete Auswahl von k-Elementen aus A
nennt man eine Variation ohne Wiederholung (Die Reihenfolge ist wichtig!). Erlaubt man
eine Mehrfachauswahl, so Variation mit Wiederholung Gilt n = k, so wir die Variation
ohne Wiederholung eine Permutation genannt. Ist die Reihenfolge der Entnahme irrelevant,
so spricht man von einer Kombination.

Definition 1.8.2 (Fakultät). Zu n ∈ N wird die Zahl n! definiert durch n! := n(n−1) . . . 2·1.
Man definiert 0! := 1.

Definition 1.8.3 (Binomialkoeffizient). Sei n, k ∈ N und k ≤ n. Dann definiert man den

Binomialkoeffizienten als
(
n
k

)
:= n!

k!(n−k)! =
n(n−1)...(n−k+1)

k! .

Satz 1.8.1. Der Binomialkoeffizient besitzt folgende Eigenschaften:

•
(
n
0

)
=
(
n
n

)
= 1.

•
(
n
1

)
=
(

n
n−1

)
= n.

•
(
n
2

)
=
(

n
n−2

)
= n(n−1)

2 .

•
(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
•
(
n+1
k

)
=
(

n
k−1

)
+
(
n
k

)
(Pascal’sches Dreieck).

• (1 + x)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
xk

• 2n =
∑n

k=0

(
n
k

)
=
(
n
0

)
+
(
n
1

)
+ · · ·+

(
n
n

)
.

26



Satz 1.8.2. Sei A eine n-elementige Menge. Dann gilt.

• A besitzt genau n! verschiedene Permutationen von Elementen aus A.

• Es gibt nk Variationen mit Wiederholung von Elementen aus A.

• Es gibt n(n− 1) . . . (n− k + 1) Variationen ohne Wiederholung.

• Es gibt
(
n
k

)
Kombinationen (ohne Wiederholung).

Satz 1.8.3 (Binomischer Lehrsatz). (a+ b)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
ak bn−k
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Kapitel 2

Komplexe Zahlen

2.1 Einführung, Definition

Beispiel 2.1.1. Zerlege eine Strecke der Länge l = 10 in zwei Stücke x1 und x2 so, dass das
aus ihnen gebildete Rechteck die Fläche A = 40 hat.
Damit müssen die beiden Teilstücke x1 und x2 folgende Gleichungen erfüllen:

x1 + x2 = 10 (2.1)

x1x2 = 40 (2.2)

Aus der ersten Gleichung folgt x2 = 10 − x1 und einsetzen in die zweite Gleichung führt auf
eine quadratische Gleichung für x1:

x2
1 − 10x1 + 40 = 0.

Nun gibt es keine reelle Zahl, für welche diese Gleichung erfüllbar ist. Damit gibt es auch keine
reellen Strecken x1 bzw. x2 welche die Bedingungen (2.1) und (2.2) erfüllen.
Eigenartig ist nur, dass die Summe bzw. das Produkt von x1 und x2 reelle Zahlen ergeben. Dieser
Gedanke lässt vermuten, ob es nicht symbolisch gesehen neuartige Zahlen x1 bzw. x2 gibt, welche
das gegebenen Problem löst. Diese neuartigen Zahlen sind die sogenannten komplexen Zahlen.
Man definiert die imaginäre Einheit j :=

√
−1. Die Mitternachtsformel auf die Gleichung

x2
1 − 10x1 + 40 = 0 angewendet liefert die beiden komplexen Zahlen

x1 = 5 +
√
−15 = 5 + j

√
15

x2 = 5−
√
−15 = 5− j

√
15.

Definition 2.1.1. Die imaginäre Einheit ist eine Zahl, deren Quadrat −1 ergibt. Je nach
Anwendungsgebiet schreibt man für die imaginäre Einheit entweder i oder j.

Satz 2.1.1. Die imaginäre Einheit ist Lösung der Gleichung x2 + 1 = 0.

Definition 2.1.2. Eine komplexe Zahl z wird aus 2 reellen Zahlen a, b ∈ R und der ima-
ginären Einheit j wie folgt gebildet,

z := a+ jb.

Die Zahl a nennt man den Realteil, den Faktor b der imaginären Einheit den Imaginärteil
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der komplexen Zahl z. Die Menge aller komplexen Zahlen wird mit dem Zeichen C bezeichnet,

C := {a+ jb : a, b ∈ R}.

Der deutsche Mathematiker J.C.F. Gauß (1777-1855) interpretierte komplexe Zahlen als Pfeile
in der kartesischen Ebene. Die Gaußsche Zahlenebene ist die Ebene mit einem kartesischen
Koordinatensystem, wobei als Abszisse der Realteil a und als Ordinate der Imaginärteil b einer
komplexen Zahl aufgetragen wird. Die komplexe Zahl wird in der Gaußsche Zahlenebene als Vektor
eingezeichnet, dessen Anfang im Ursprung und Spitze im Punkt (a, b) der Ebene liegt.

Definition 2.1.3. Sei z = a + jb ∈ C. Der Betrag |z| einer komplexen Zahl ist die Länge
des Vektors in der Gaußschen Zahlenebene.

|z| :=
√
a2 + b2.

Definition 2.1.4. Sei z = a+ jb ∈ C. Die konjugiert komplexe Zahl z zu z ist definiert
durch den Vektor, welcher aus der Spiegelung des Vektors der komplexen Zahl z um die
Realteil-Achse der Gauß’schen Ebene entsteht.

z := a+ jb.

Satz 2.1.2. Zu jeder komplexen Zahl z ∈ C existiert genau eine konjugiert komplexe Zahl.
Des Weiteren gilt |z| = |z|.

2.2 Arithmetische Schreibweise komplexer Zahlen

Definition 2.2.1. Die kartesische Schreibweise der komplexen Zahl z ist die Schreib-
weise z = a+ jb, wobei a bzw. b die Achsenabschnitte eines kartesischen Koordinatensystems
der Gauß’schen Zahlenebene sind.

Definition 2.2.2. Sei z = a + jb in kartesischer Schreibweise. Der Punkt (a, b) kann auch
über Winkel φ zur x-Achse und Abstand r zum Ursprung definiert werden (Polarkoordinaten).
Die Schreibweise z = r (cos(φ) + j sin(φ)) nennt man trigonometrische Schreibweise.
Die Schreibweise z = reiφ nennt man Polarform. Es gilt r > 0. Der Winkel φ kann entweder
aus [0, 2π) oder (−π, π] gewählt werden.

Definition 2.2.3. Für φ ∈ R gilt die Euler’sche Formel

ejφ = cos(φ) + j sin(φ).

Aufgrund der Euler’schen Formel sind die trigonometrische Schreibweise und Polarform
gleichwertig.

Satz 2.2.1. Sei z = a+ jb. Dann ist r =
√
a2 + b2 und φ = arg

(
b
a

)
.

Sei z = rejφ. Dann ist z = a+ jb mit a = r cos(φ) und b = r sin(φ).

In der komplexen Zahlenebene entspricht dabei r der euklidischen Vektorlänge (d. h. dem Ab-
stand zum Ursprung 0) und φ dem mit der reellen Achse eingeschlossenen Winkel der Zahl z.
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Üblicherweise jedoch nennt man r hier den Betrag von z (Schreibweise r = |z| und den Winkel φ
das Argument (oder auch die Phase) von z (Schreibweise φ = arg(z)).

Die Funktion arg( ba ) liefert den Winkel φ der komplexen Zahl ausgehend von der Realteil-Achse,

gegen den Uhrzeigersinn gezählt. Der Wertebereich der Funktion arctan( ba ) ist W =
(
−π

2 ,
π
2

)
. Da-

mit müssen die Taschenrechnerwerte korrigiert werden! In MATLAB liefert die Funktion atan2(x)
den korrekten Polarwinkel.

Da φ und φ + 2π dabei derselben Zahl z zugeordnet werden können, ist die Polardarstellung
zunächst nicht eindeutig. Deshalb schränkt man φ meist auf das Intervall (−π, π], also −π < φ ≤ π
ein, um anschließend statt vom Argument selbst von seinem Hauptwert für z ̸= 0 zu sprechen. Der
Zahl z = 0 indes ließe sich jedes beliebige Argument zuordnen, und zum Zweck einer eindeutigen
Darstellung kann man es in diesem Fall tatsächlich auf 0 festlegen. Der Winkel φ kann auch im
Intervall [0, 2π) dargestellt werden.

2.3 Arithmetik in C

Definition 2.3.1 (Addition, Subtraktion). Sei z1 = a1 + jb1 und z2 = a2 + jb2.

z1 ± z2 = (a1 ± a2) + j (b1 ± b2) .

Definition 2.3.2 (Multiplikation). Sei z1 = a1 + jb1 = r1e
jφ1 und z2 = a2 + jb2 = r2e

jφ2 .

z1z2 = (a1a2 − b1b2) + j (a1b2 + a2b1)

= r1r2 [cos(φ1 + φ2) + j sin(φ1 + φ2)]

= r1r2e
j(φ1+φ2)

Satz 2.3.1. Für z ∈ C gilt zz = |z|2, z + z = 2ℜz, z − z = 2ℑz.

Definition 2.3.3 (Division). Sei z1 = a1 + jb1 = r1e
jφ1 und z2 = a2 + jb2 = r2e

jφ2 .

z1
z2

=
z1z2
|z2|2

=
a1a2 + b1b2
a22 + b22

+ j
b1a2 − a1b2
a22 + b22

=
r1
r2

[cos(φ1 − φ2) + j sin(φ1 − φ2)]

=
r1
r2

ej(φ1−φ2)

Definition 2.3.4 (Potenzieren). Sei z = a+ jb = rejφ und n ∈ N. Dann gilt

zn =

n∑
k=0,gerade

(
n

k

)
(−1)

k
2 an−kbk +

n∑
k=0,ungerade

(
n

k

)
(−1)

k−1
2 an−kbk

= rnejnϕ.

Hinweis: Vorsicht beim Rechnen mit der Polarform: Der sich ergebende Winkel bei Multiplikation,
Division, etc. muss entsprechend der Lage in den Quadranten angepasst werden! Es gibt im Prinzip
zwei mögliche Arten der Winkeldefinition: φ ∈ [0, 2π) oder φ ∈ (−π, π]. Je nach Winkeldefinition
muss der Winkel nach Ausführung einer Grundrechenart in den entsprechenden Definitionsbereich
umgerechnet werden.
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Satz 2.3.2. Für z ∈ C gilt die
”
Formel von Moivre“

[cos(z) + j sin(z)]
n
= cos(nz) + j sin(nz).

Satz 2.3.3 (Radizieren). Sei a, z ∈ C und n ∈ N und a = |a|ejφ. Die Lösung der Gleichung
zn = a besteht für a ̸= 0 aus genau n komplexen Zahlen z0, . . . zn−1, welche durch

zk = n
√
|a| exp

(
jφ

n
+ k

2πj

n

)
, k = 0, . . . , n− 1

gegeben sind.
Für a = 1 nennt man die Zahlen die n-ten Einheitswurzeln von z.

Satz 2.3.4. Für z ∈ C gilt die
”
schönste Formel der Mathematik“

ejπ + 1 = 0.

Die komplexen Zahlen sind im Gegensatz zu den reellen Zahlen nicht geordnet. Von zwei un-
terschiedlichen komplexen Zahlen kann man daher nicht sinnvoll (bezogen auf die Addition und
Multiplikation C) festlegen, welche von beiden die größere bzw. die kleinere Zahl ist.

2.4 Fundamentalsatz der Algebra (Ergänzung)

Eine quadratisches Polynom der Form f(x) = x2+a1x+a0 kann für x ∈ R entweder keine, genau
eine oder genau zwei Nullstellen x1, x2 besitzen. Gibt es eine Nullstelle so zerfällt das quadratische
Polynom in sogenannte Linearfaktoren f(x) = x2+a1x+a0 = (x−x1)(x−x2). Gibt es keine reelle
Nullstelle, so kann man keine solche Zerlegung in Linearfaktoren durchführen. Die Situation ändert
sich, wenn man x ∈ C erlaubt. Dann gibt es immer eine Nullstelle von f(x)! Die Erweiterung dieses
Sachverhalts für beliebige Polynome über komplexen Zahlen nennt man den Fundamentalsatz der
Algebra.

Satz 2.4.1. Sei x ∈ R. Für reellwertige Koeffizienten ai, i = 0, . . . , n besitzt die Gleichung
n-ten Grades

a0 + a1x+ a2x+ · · ·+ anx
n = 0

mindestens eine Lösung, wenn n ∈ Nu. Für n ∈ Ng ist es möglich, dass es keine Lösung gibt.

J.C.F. Gauss (1777-1855) formulierte in seiner Dissertation den

Satz 2.4.2 (Fundamentalsatz der Algebra). Jede Gleichung der Form

a0 + a1x+ a2x+ · · ·+ anx
n = 0

besitzt für x ∈ C und ai ∈ R mindestens eine Lösung. Jede Gleichung n-ten Grades besitzt
für x ∈ C genau n Lösungen.
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Kapitel 3

Folgen

Warum braucht man Folgen? Eine gute Frage. Plakativ gesprochen benötigen wir (aus Sicht der
Mathematik) Folgen um das Unendliche einfangen zu können. Mit Hilfe von Folgen beschreibt man
Vorgänge, welche sich schrittweise (auch iterativ genannt) nach einem bestimmten Bildungsgesetz
aufbauen (auch zufällig ist erlaubt). Auch in nicht endend wollender Wiederholung. Wie schon im
Kapitel 1 erwähnt, basierten die Entwicklung von Differentialrechnung und Integralrechnung auf
zunächst nicht erklärbaren unendlich kleinen Größen bzw. Verhältnissen. Ein Flächeninhalt wird
als Summation von unendlich kleinen Flächeninhalten aufgebaut. Das entzieht sich der menschli-
chen Vorstellungskraft. Mit Hilfe von Folgen und Grenzwerten lässt sich aber ein in sich logisch
geschlossenes Gebilde aufbauen, welches diese infinitesimalen Größen erklärt und greifbar macht.
Man kann also sagen, dass Folgen notwendig sind, um wichtige Theorien logisch kor-
rekt aufbauen zu können.Wie weit diese Theorien in den Alltag reichen, werden Sie noch sehen.

Es gibt aber auch Beispiele direkt aus Anwendungsbereichen, in welchen spezielle Folgen direkt
auftreten. Ein berühmtes Beispiel (vor allem populärwissenschaftlich) ist die sogenannte Fibonacci-
Folge. Siehe Wikipedia. Wir brauchen Folgen um Phänomene in der Natur erklären zu
können.

Was tun, wenn Sie etwas nicht exakt beschreiben können? Versuchen Sie mal, die Diagonale des
Einheitsquadrats exakt auf ein Blatt zu schreiben (oder mehrere...). Dies wird Ihnen aber nicht
gelingen. Sie können aber versuchen ein Bildungsgesetz (eine Folge) anzugeben, mit welchem Sie
die Diagonale des Einheitsquadrats beliebig genau annähern können. Anders ausgedrückt: Mit
Folgen können Sie unbekannte Größe mit Hilfe von bekannten Größe annähern. Wir brauchen
Folgen um Unbekanntes durch Bekanntes anzunähern.

Folgen und deren Grenzwerte sind die Basis von Differential- und Integralrechnung
und bilden die Basis für das Verständnis der Beschreibung veränderlicher Vorgänge.

Ein weiteres Beispiel aktueller Natur: Der Google-Page Rank Algorithmus verwendet den Fixpunkt-
Satz von Banach-Steinhaus. Dieser Garantiert die Lösbarkeit des Ranking-Problems und eine
schnelle Berechenbarkeit. Und was benötigen Sie für die theoretische Aufarbeitung? Folgen.

Eine Anwendung aus dem Bereich der Geometrie: Überlegen Sie sich, ob eine Fläche, deren Be-
randung unendlich lange ist, eine endliche Fläche haben kann! Sie meinen das geht nicht? Dann
betrachten Sie die Schneeflockenkurve von Koch (1870 - 1924). Dabei wird eine Folge von endlichen
Berandungen definiert, deren Grenzwert eine unendlich lange Berandung ergibt, der Flächeninhalt
aber offensichtlich endlich ist. Ein solches Konstrukt nennt man Fraktal. Siehe Wikipedia. Jedes
Mobiltelefon hat eine sogenannte Fraktalantenne, siehe Wikipedia.

Die Babylonier entwickelten ein auf Folgen basiertes Verfahren, um die Seitenlänge eines Quadrats
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mit Flächeninhalt A zu berechnen (Verfahren von Heron). Sukzessive wurde ein initial gegebenes
Rechteck zu einem Quadrat wie folgt abgeändert: siehe Heron-Verfahren auf Wikipedia.

Allen Beispielen gemein ist die Frage, ob sich die Folge einem bestimmten Wert beliebig ge-
nau annähert (oder eben nicht). Wenn es eine solche Zahl gibt, dann wird dies als

”
Grenz-

wert“bezeichnet. Aufgrund deren Wichtigkeit werden Grenzwerte oftmals als die fünfte Grund-
rechnungsart bezeichnet.

Die Wichtigkeit der Theorie der Folgen wird schrittweise im Laufe der Vorlesung ersichtlich. Wie
in der Mathematik üblich, werden wir nun eine allgemeine, abstrakte Theorie entwickeln, welche
dann wiederum auf sämtliche Wissenschaftsgebiete anwendbar ist.

3.1 Definition

Definition 3.1.1 (Folge). Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung auf den natürlichen
Zahlen

f : N ∪ {0} → R : n → f(n). (3.1)

Statt f(n) wird oftmals abkürzend die Zahl n als Index geschrieben: fn oder an. Die Folge
wird abkürzend als

(an)n∈N , (an)n≥0 , (an)N , (an) (3.2)

bezeichnet. Die Zahl n wird als Index der Folge bezeichnet. Die Zahlen an bezeichnet man
als Glieder der Folge.

Definition 3.1.2 (Folgendarstellung). Ein explizites Bildungsgesetz der Folge (an) ist
eine explizite Formel f zur Berechnung von an aus dem Index n, in Zeichen an = f(n). Ein
rekursiv definiertes Bildungsgesetz f der Folge (an) ist eine Formel zur Berechnung
des n-ten Folgengliedes an aus vorhergehenden Folgengliedern an−1, an−2, . . . a1, in Zeichen
an = f(an−1, an−2, . . . , a0).

Beispiel 3.1.1. Folgende Beispiele zeigen verschiedene Folgentypen und -definitionen:

1. Eine Folge, bei welcher die Differenz zweier aufeinanderfolgender Folgenglieder konstant
ist, nennt man arithmetische Folge an = an−1 + d, n ≥ 1. Diese Definition ist rekursiv.
Die explizite Definition ist an = a0 + nd, n ≥ 1.

2. Eine Folge, bei welcher der Quotient zweier aufeinanderfolgender Folgenglieder konstant
q ∈ R ist, nennt man geometrische Folge an = qn, n ≥ 0. Wie lautet die rekursive
Darstellung?

3. Die harmonische Folge ist explizit definiert durch (an)n≥1 = 1
n .

4. Die Fibonacci-Folge ist rekursiv definiert durch an = an−1+an−2, n ≥ 2. Die sogenannten
Startwerte sind a0 = 1, a1 = 1.

5. Im allgemeinen kann eine rekursive Darstellung nicht in eine explizite umgewandelt wer-
den. Für die Fibonacci-Folge ist dies aber möglich. Die explizite Darstellung lautet

an =
1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n]
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Es ist auf den ersten Blick verwunderlich, dass aus diesem Ausdruck (
√
5 ist irrational!)

die Fibonacci-Folge entsteht, deren Folgenglieder ausschließlich natürliche Zahlen sind.

6. P.F.Verhulst entwickelte (1804-1849) führte 1837 ein Modell ein, welches die Fortpflan-
zung einer Population mathematisch beschrieb (siehe [10]). Das sogenannte logistische
Modell basiert auf folgenden Regeln:

• Die Populationsgröße Xn zu einem bestimmten Zeitpunkt soll auf die Größe Xn+1

nach einer Fortpflanzungsperiode geschlossen werden.

• Durch Fortpflanzung vermehrt sich die Population geometrisch. Die Individuenzahl
ist im Folgejahr um einen Wachstumsfaktor qf größer als die aktuelle Population.

• Durch Verhungern verringert sich die Population. Die Individuenzahl vermindert
sich in Abhängigkeit von der Differenz zwischen ihrer aktuellen Größe und einer
theoretischen Maximalgröße G mit der Proportionalitätskonstante qv. Der Faktor,
um den sich die Population vermindert, hat also die Gestalt qh (G−Xn) qv.

• X0 bezeichnet eine Startpopulation.

Damit folgt die logistische Gleichung (xn = Xn

G )

xn+1 = GqfqvXn (G−Xn) = rxn(1− xn), 0 < xn < 1.

Wie verhält sich das Populationswachstum, wenn man den Wachstumsfaktor r variiert?
Man würde erwarten, dass sich das Wachstum qualitativ für beliebige Werte von r gleich
verhält. Dem ist nicht so. Ab einem Wert um r = 3.6 bricht Chaos aus, siehe [10].

Umrechnung explizit-rekursiv

Für die Umrechnung zwischen den beiden Darstellungsarten gibt es leider keine allgemein gültige
Vorgangsweise.

Beispiel 3.1.2. Gegeben ist die rekursive Folge an = an−1+3, a0 = −1. Wie lautet die explizite
Darstellung? Ausprobieren hilft

a1 = a0 + 3 = 2

a2 = a1 + 3 = 5

a3 = a2 + 3 = 8

. . .

Für eine explizite Darstellung muss man den Wert von an rein aus n berechnen. Man erkennt

a1 = 2 = 1 + 1 = n+ 1

a2 = 5 = 2 + 3 = n+ 3

a3 = 8 = 3 + 3 = n+ 5

. . .

Man erkennt, dass zum aktuell verwendete Index n immer eine ungerade Zahl addiert wird,
nämlich 2 ∗ n− 1, also insgesamt

an = n+ (2n− 1) = 3n− 1.

Gilt dies nun auch für alle n? Das muss bewiesen werden. Entweder über vollständige Induktion,
oder hier mittels direktem Beweis:
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Setzt man in die rekursive Darstellung links und rechts die explizite Darstellung ein, so folgt

3n− 1 = 3(n− 1) + 3− 1

3n− 1 = 3n− 3 + 3− 1

3n− 1 = 3n− 1

Die letzte Zeile ist eine wahre Aussage. Da wir nur Äquivalenzaussagen getroffen haben folgt
die Äquivalenz der beiden Darstellungen.

3.2 Grenzwerte, Konvergenz, Divergenz

Wie an den obigen Beispielen erkennbar (und vor allem sehr anschaulich an der logistischen Folgen
in der Vorlesung erkennbar) nähern sich Folgen kontinuierlich einem Wert (oder auch alternierend)
oder auch nicht. Vor allem bei der logistischen Folge, kann man vermeintlich chaotisches Wechseln
der Folgenglieder beobachten. Wenn sich eine Folge einem Wert nähert, so nennt man die Folge
konvergent. Wir präzisieren dies.

Definition 3.2.1. Die reelle Zahlenfolge (an)N strebt oder konvergiert gegen den Grenz-
wert a ∈ R, wenn gilt

∀ϵ > 0 : ∃N(ϵ) ∈ N : |an − a| < ϵ, ∀n > N. (3.3)

Man schreibt abkürzend lim
n→∞

an = a oder kürzer an → a für n → ∞.

Definition 3.2.2 (Konvergenz, Divergenz). Eine Zahlenfolge (an)N, welche einen Grenzwert
a ∈ R besitzt, nennt man konvergent. Ist der Grenzwert a = ∞ oder a = −∞, so nennt man
die Folge bestimmt divergent. In allen anderen Fällen nennt man die Folge unbestimmt
divergent. Ist der Kontext klar, so bezeichnet man bestimmt oder unbestimmt divergent auch
einfach divergent.

Definition 3.2.3 (Nullfolge, Beschränktheit). Eine Zahlenfolge (an)N, welche a = 0 als
Grenzwert besitzt, nennt man abkürzend eine Nullfolge.
Eine Zahlenfolge nennt man nach oben beschränkt, wenn es eine Konstante K ∈ R gibt, so
dass an ≤ K, ∀n gilt. Man nennt K eine obere Schranke der Folge. Eine Zahlenfolge nennt
man nach unten beschränkt, wenn es eine Konstante L ∈ R gibt, so dass L ≤ an, ∀n gilt.
Man nennt L eine untere Schranke der Folge. Eine Zahlenfolge nennt man beschränkt
wenn sie nach oben und unten beschränkt ist. Die Zahl M = max {K,L} nennt man eine
Schranke der Folge. Für eine beschränkte Zahlenfolge gilt |an| ≤ M, ∀n.

Beispiel 3.2.1. Betrachten Sie folgende Folgen und deren Grenzwerte:

1. Die Folge lim
n→∞

1
n ist nach unten durch 0 beschränkt, nach oben durch die Zahl 1, da

1
n ≤ 1,∀n ≥ 1. Da sich die Folgenglieder stets verkleinern stellen wir die Vermutung
a = 0 an. Dies beweisen wir nun mittels Anwendung von Definition 3.2.1, welche besagt,
dass es zu jedem ϵ > 0 einen ausgezeichneten Index N geben müsste, für welchen∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ = 1

n
< ϵ
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gilt.Dafür wählt man einfach

N <
1

ϵ
.

Es gilt also lim
n→∞

1
n = 0.

2. Die geometrische Folge ist definiert durch (qn)N mit einer festen Zahl q ∈ R. Es gilt

lim
n→∞

qn =


0, |q| < 1

1, q = 1

∞, q > 1

unbestimmt, q ≤ −1

Beweis: Sei |q| < 1. Dann folgt 1
|q| > 1, also gibt es eine Zahl y ∈ R so, dass 1

|q| = 1+ y.

Damit folgt

|qn − 0| = |q|n =
1

(1 + y)n
≤ 1

1 + ny
≤ 1

ny
≤ ϵ.

Dies gilt für alle n > 1
ϵy , also kann man N := 1

ϵy in Definition 3.2.1 wählen. Dabei wurde
die Bernoulli-Ungleichung benutzt.

3. Vermutet man, dass die geometrische Folge (qn)N für |q| < 1 eine Nullfolge ist, dann
lautet die Definition des Grenzwerts, dass es einen Index N geben müsste so, dass

∀ϵ > 0 : |q|n < ϵ, ∀N > n.

Es solches N gibt es, man wählt für N die nächst größere natürliche Zahl zu logq(ϵ).

4. Die Fibonacci Folge (an) ist divergent. Jedoch konvergiert der Quotient aufeinanderfol-
gender Folgenglieder gegen eine irrationale Zahl, genannt der goldene Schnitt Φ:

lim
n→∞

an+1

an
= Φ =

1

1 + 1
1+ 1

1+...

≈ 1.618 . . . .

Diese Zahl tritt in verschiedensten Disziplinen auf, berühmteste Beispiele sind Architektur
(ästhetisch Größenverhältnisse) und Biologie, siehe [6].
Wird eine Strecke in zwei Teile a, b so geteilt, dass a

b = a+b
a , so ist das Verhältnis der

beiden Strecken der goldene Schnitt: a
b = Φ!

5. Mit Hilfe von Kettenbrüchen können irrationale Zahlen durch rationale Zahlen angenöhert
werden. Die rationale Zahl 19

10 kann wie folgt als fortlaufender Bruch geschrieben werden:

19

10
= 1 +

9

10
= 1 +

1
10
9

= 1 +
1

1 + 1
9

Ein rationale Zahl besitzt stets einen endlichen Dezimalbruch, eine irrationale Zahl nicht.

√
2 = 1 +

1

1 + 1
2+ 1

2+...

36



4

π
= 1 +

12

3 + 22

5+ 32

7+...

Jede irrationale Zahl kann durch einen endlichen Kettenbruch beliebig genau angenähert
werden. Damit ergibt sich eine Folge rationaler Zahlen, welche einer irrationale Zahl
beliebig nahe kommt.

Satz 3.2.1. Sei (an)N eine konvergente Folge. Dann gilt:

• Der Grenzwert a ist eindeutig bestimmt. Eine konvergente Folge kann nicht zwei ver-
schiedene Grenzwerte besitzen.

• Des Weiteren gibt es eine Konstante L ∈ R so, dass |an| ≤ L, ∀n ∈ N gilt. Eine Folge
mit dieser Eigenschaft nennt man beschränkt.

• Eine divergente Zahlenfolge kann sowohl beschränkt als auch unbeschränkt sein.

• Die Folgenglieder verdichten sich kontinuierlich:

∀ϵ > 0 : ∃N(ϵ) ∈ N : |an − am| < ϵ, ∀n,m > N.

Kann man diese Bedingung als Definition eines Grenzwerts heranziehen? Für die re-
ellen Zahlen schon, führt aber für allgemeinere Folgen (nicht notwendigerweise reellen
Zahlen) auf grundlegende Probleme (Stichwort: Vollständigkeit, Cauchy-Folge)

Liste wichtiger Grenzwerte

Viele der folgende Grenzwerte lassen sich über die Grenzwertdefinition beweisen. Für einige die-
ser Grenzwerte sind Rechenregeln und Vergleichsmethoden anzuwenden, welche in den folgenden
Kapitel erarbeitet werden.

• lim
n→∞

c = c, ∀c ∈ R

• lim
n→∞

c
n = 0, ∀c ∈ R

• lim
n→∞

1
nk = 0, ∀k ∈ N

• lim
n→∞

1
k
√
n
= 0, ∀k ∈ N

• lim
n→∞

qn = 0, ∀q ∈ R, |q| < 1

• lim
n→∞

n
√
c = 1, ∀c > 0

• lim
n→∞

n
√
n = 1

• lim
n→∞

nk

zn = 0, ∀k ∈ N und z ∈ R mit |z| > 1

• lim
n→∞

nkqk = 0, ∀k ∈ N und |q| < 1

• lim
n→∞

zn

n! = 0, ∀z ∈ R mit |z| > 1

• lim
n→∞

n!
nn = 0

• lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e
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• lim
n→∞

(1 + an)
1

an = e für alle Nullfolgen (an).

Beweise siehe Vorlesung und Wikipedia.

3.3 Rechenregeln für Grenzwerte

Satz 3.3.1. Die beiden Folgen (an)N und (bn)N seien konvergente Zahlenfolgen. Die Grenz-
werte seien a ∈ R bzw. b ∈ R. Dann gelten folgende Rechenregeln:

• lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn = a+ b.

• lim
n→∞

(anbn) = ab

• lim
n→∞

(kan) = ka, k ∈ R

• lim
n→∞

|an| = |a|

• lim
n→∞

√
an =

√
a falls an ≥ 0 und a ≥ 0.

Vorsicht: Aus der Existenz von lim (an + bn) folgt nicht die Konvergenz von lim an bzw. lim bn!
Auch aus der Konvergenz von lim |an| folgt nicht die Konvergenz der Folge (an). Betrachten Sie
dazu die Folgen an = (−1)n und bn = −(−1)n.

Satz 3.3.2. Sei (an)N eine konvergente Folge mit Grenzwerte a ̸= 0. Dann gibt es einen
Index N so, dass alle Folgenglieder mit Index n > N ungleich null sind,

an ̸= 0, ∀n > N. (3.4)

Satz 3.3.3. Die beiden Folgen (an)N und (bn)N seien konvergente Zahlenfolgen. Die Grenz-
werte seien a ∈ R bzw. b ∈ R. Es gelte a ̸= 0. Dann folgt

• lim
n→∞

1
an

= 1
a

• lim
n→∞

bn
an

= b
a

Satz 3.3.4. Gilt für zwei konvergente Folgen (an)n≥0 und (bn)n≥0 die Ungleichung an ≤ bn
ab einem bestimmten Index N , dann gilt auch für die Grenzwerte a ≤ b. Aus der Bedienung
an < bn kann nur a ≤ b gefolgert werden.

3.4 Konvergenzuntersuchung

Wie kann man überprüfen ob eine gegeben Folge konvergent ist? Für den Nachweis mittels De-
finition 3.2.1 ist der Grenzwert a notwendig. Diesen weiß man oft nicht, man kann auch keine
Vermutung aufstellen. Was tun? Dafür gibt es mehrere Möglichkeiten. Die erste:

Anwendung der Rechenregeln

Mittels der Rechenregeln in Satz 3.3.1 können in machen Fällen die Grenzwerte einfach ausge-
rechnet werden.
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Beispiel 3.4.1. Anwendung der Grenzwertregeln liefert:

1. lim
n→∞

(
1+n
n

)
= 1

2. lim
n→∞

(
1
n − 2

n2

)
= lim

n→∞
1
n − lim

n→∞
2
n2 = 0− 0 = 0.

3. lim
n→∞

3n+2
5n = lim

n→∞

(
3
5 + 2

5n

)
= 3

5 , lim
n→∞

√
3n+2
5n =

√
3
5

4. lim
n→∞

3n2+4
2n3+2n+1 = lim

n→∞

3
n+ 4

n3

2+ 2
n2 + 1

n3
= 0.

5. lim
n→∞

(√
n+ 1−

√
n
)
= lim

n→∞
n+1−n√
n+1+

√
n
= lim

n→∞
1√

n+1

n2 +
√

1
n

=
”

1√
0+

√
0
“ =

”
∞“.

Monotonie, Beschränktheit

Die Konvergenz lässt sich oftmals beweisen, indem man spezielle Eigenschaften der Folgenglieder
nachweist.

Definition 3.4.1 (Monotonie). Eine Zahlenfolge (an)N nennt man monoton fallend, wenn
an+1 ≤ an gilt. Eine Zahlenfolge (an)N nennt man streng monoton fallend, wenn an+1 <
an gilt.
Eine Zahlenfolge (an)N nennt man monoton steigend, wenn an+1 ≥ an gilt. Eine Zahlen-
folge (an)N nennt man streng monoton steigend, wenn an+1 > an gilt.

Satz 3.4.1 (Monotoniekriterium). Sei N ∈ N. Jede nach oben beschränkte und monoton
steigende Folge ist konvergent. Gilt also an ≤ an+1 für alle n ≥ N und an ≤ K für alle
n ≥ N , so konvergiert die Folge und es gilt lim

n→∞
an ≤ K. Analog gilt: Jede monoton fallende

und nach unten beschränkte Folge ist konvergent. Es reicht wenn sich die Monotonie ab
einem bestimmten Index N einstellt! Es ist irrelevant, ob am Anfang der Folge endlich viele
nicht-monotone Folgenglieder auftreten.

Eine monoton steigende, nach oben beschränkte Folge konvergiert gegen ihr Supremum, also
supn≥N{an}. Eine monoton fallende, nach unten beschränkte Folge konvergiert gegen ihr Infi-
mum, also infn≥N{an}.

Vergleich mit anderen Folgen

Satz 3.4.2 (Vergleichskriterium). Gegeben seien drei Folgen (an)N, (bn)N und (cn)N. Ab
einem bestimmen Index N gelte an ≤ cn ≤ bn, ∀n > N .

• Ist lim
n→∞

an = +∞, dann gilt lim
n→∞

cn = +∞.

• Ist lim
n→∞

bn = −∞, dann gilt lim
n→∞

cn = −∞.

• Sind an und bn konvergent mit demselben Grenzwert, dann strebt auch cn zu diesem
Grenzwert:

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = α ⇒ lim
n→∞

cn = α.
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Beispiel 3.4.2. Wir wenden die Kriterien nun an folgenden Beispielen an:

1. Die Folge
(

1
nα

)
N mit α ≥ 1 ist monoton fallend und nach unten beschränkt, deshalb

konvergent.

2. Die Folge

an := 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

ist eine Folge, in welcher jedes Folgenglied um einen (positiven) Summanden ergänzt wird.
Die Folge ist klarerweise monoton steigend, da jedes neue Summenglied positiv ist. Wenn
die Folge beschränkt wäre, dann wäre sie auch konvergent. Dies ist aber nicht der Fall.
Dazu wenden wir das Vergleichskriterium an. Zunächst schätzen wir beispielhaft ab:

a16 = a24 = 1 +
1

2
+ (

1

3
+

1

4
) + (

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
) + (

1

9
· · ·+ 1

16
).

Jetzt schätzen wir jede Klammer wie folgt ab

a24 ≤ 1 +
1

2
+ (2 · 1

4
) + (4 · 1

8
) + (8 · 1

16
) = 1 +

4

2
.

Allgemein folgt also

a2n ≤ cn := 1 +
n

2
.

Da lim
n→

cn = ∞ folgt mit dem Vergleichskriterium, dass auch lim
n→∞

an = ∞ divergiert.

Wir werden im nächsten Kapitel die Folge (an) als unendliche Reihe benennen und dafür

das Summenzeichen einführen:
∞∑
k=0

1
k := lim

n→∞

(
1 + 1

2 + 1
3 + · · ·+ 1

n

)
.

3. Folgen werden auch zur Definition von Funktionen benützt. Was passiert, wenn Sie am
Taschenrechner die Exponentialfunktion für einen Wert x berechnen? Eine Möglichkeit
(auf älteren Taschenrechnern implementiert) ist die Definition der Exponentialfunktion
mittels Folgen:

ex := lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
.

Man kann zeigen, dass die Folge für x ∈ R monoton und beschränkt und somit konvergent
ist (siehe [3]). Für hinreichend großes n ∈ N kann ein Näherungswert zu ex berechnet
werden. Zum Beispiel ist (1 + 1

1000 )
1000 ≈ 2.716923. Dies stimmt mit e1 auf den ersten

beiden Nachkommastellen überein. Das lässt vermuten, dass man für n sehr große Zahlen
einsetzen muss, um eine wesentlich höhere Genauigkeit zu erreichen. Die Folge konver-
giert also langsam gegen den Grenzwert. Für die Implementierung von ex am Computer
sind andere Verfahren aber vorteilhafter, welche schneller konvergieren.

Beispiel 3.4.3. Betrachten Sie folgende Beispiele:

1. lim
n→∞

n
2n = 0, da für n ≥ 3 die Ungleichung n2 < 2n gilt (Beweis z.Bsp. mittels vollständi-

ger Induktion). Damit folgt

0 ≤ n

2n
≤ 1

n
.

Mittels Vergleichskriterium folgt die Aussage.

2. lim
n→∞

n
√
n = 1. Definiert man bn := n

√
n − 1 so folgt bn ≥ 1 und n = (1 + bn)

n ≥

1+ n(n−1)
2 b2n. Damit gilt 0 ≤ bn ≤ 2

n . Damit folgt b2n → 0 und somit bn → 0 (die Folge bn
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ist monoton fallend).

3. Seien zwei Polynome p(x) = amxm + · · ·+ a0 und q(x) = bnx
n + · · ·+ b0 gegeben. Dann

gilt

lim
n→∞

p(k)

q(k)
=


0, m < n
am

bn
, m = n

±∞, m > n

.

4. Für die Folge mit den Gliedern an = sin(n)√
n

folgt durch die Abschätzung

−1√
n
≤ sin(n)√

n
≤ 1√

n
,

dass lim
n→∞

an = 0.

3.5 Grenzwertbestimmung bei rekursiv definierten Folgen

Natürlich kann man versuchen eine rekursiv definierte Folge in eine explizite Darstellung umzu-
rechnen und dann versuchen den Grenzwert zu berechnen. Dies ist aber oftmals schwierig (z.B.
siehe hier). Eine andere Möglichkeit stellen wir hier vor. Ein Patentrezept gibt es leider nicht.

Betrachten Sie eine rekursiv definiertet Folge (an). Deren Konvergenz kann z.B. nachgewiesen
werden, indem man die Monotonie und Beschränktheit untersucht. Dazu bietet sich oftmals die
vollständige Induktion als Beweismittel an. Nachteil: Der Grenzwert selbst ist trotz bekannter
Konvergenz unbekannt.

Beispiel 3.5.1. Gegeben ist a0 = 1 und an = an

an+2 . Die ersten Folgenglieder sind

(1, 1/3, 1/7, 1/15, . . . ).

Vermutung ist, dass die Folge nach unten durch 0 beschränkt ist und monoton fallend ist. Beides
kann mittels vollständiger Induktion nachgewiesen werden. Damit ist (an) konvergent. Nachteil
ist, man kennt den Grenzwert aber nicht. Man vermutet diesen bei a = 0. Wie findet man dies
jedoch?

Um den Grenzwert zu bestimmen, kann man bei rekursiv definierten Folgen manchmal wie folgt
vorgehen. Wir zeigen dies an obigem Beispiel.
Die Folge (an) aus Beispiel 3.5.1 ist konvergent. Damit muss der Grenzwert a ∈ R aber auch die
Rekursionsbedingung erfüllen, d.h.

a =
a

a+ 2
.

Umformen führt auf die Gleichung a(a+ 1) = 0. Da aber an ≥ 0 für alle n ∈ N, muss a = 0 sein.

Ergänzung: (an) aus Beispiel 3.5.1 ist monoton fallend. Beweis: Es ist a0 = 1 > a1 = 1/3, also ist
der Induktionsanfang bei n = 1. Induktionsannahme ist an+1 < an für ein spezielles n. Behauptung
ist an+2 > an+1. Nachweis: Aus der Annahme folgt 1/(an +2) ≤ 1/(an+1 +2). Multiplikation mit
−1 und Addition mit 1 liefert dann Der Nachweis der Beschränktheit:

3.6 Unbestimmte Grenzwerte

Insbesondere bei Brüchen kann die Folge zunächst scheinbar divergieren, bei näherer Betrachtung
ergibt sich aber eine kompliziertere Situation. Folgende Beispiele zeigen die Problematik:

41

https://de.wikibooks.org/wiki/Mathe_f%C3%BCr_Nicht-Freaks:_Konvergenz_rekursiver_Folgen_beweisen


Abbildung 3.1: Finalisierung des Beweises der Monotonie aus Bsp 3.5.1.

Abbildung 3.2: Beweises der Beschränktheit der Folge aus Bsp 3.5.1.

Beispiel 3.6.1. Welchen Wert ergibt der Grenzwert

lim
n→∞

n+ 1

n
=

”

lim
n→∞

(n+ 1)

lim
n→∞

(n)
“ =

”

∞
∞

“?

Vorsicht: Die Anführungszeichen sind deswegen gesetzt, weil die Anwendung der Grenzwert-
Rechenregeln nur für konvergente Folgen anwendbar sind! Was ist

”
∞
∞“? Wie wir sehen werden,

ist dieser Ausdruck unbestimmt, da er JEDEN reellen Wert ergeben kann.
Man kann die Folge umformen und erhält durch legitime Anwendung der Grenzwert-Rechenregeln

lim
n→∞

n+ 1

n
= lim

n→∞

1 + 1
n

1
= 1!

Der Grenzwert ist also 1! Damit folgt aber sofort, dass auch jedes Vielfache zunächst

lim
n→∞

a
n+ 1

n
=

”

∞
∞

“

ergibt, aber mit obiger Umformung sofort

lim
n→∞

a
n+ 1

n
= a

gilt. Damit kann
”
∞
∞“ jeden Wert a ∈ R annehmen. Der Ausdruck ist somit unbestimmt.

Beispiel 3.6.2. Betrachten Sie folgendes Beispiel eines unbestimmten Grenzwertes:

1. an = n, bn = c
n mit c ∈ R. Dann gilt lim anbn =

”
∞ · 0“. Das Produkt an · bn ist aber

einfach c, weshalb lim anbn = c!

2. an = n2, bn = c
n mit c ∈ R. Dann gilt lim anbn =

”
∞ · 0“. Das Produkt an · bn ist aber

cn, weshalb lim anbn = ∞!

3. an = n, bn = c
n2 mit c ∈ R. Dann gilt lim anbn =

”
∞· 0“. Das Produkt an · bn ist aber c

n ,
weshalb lim anbn = 0!

Die unbestimmten Ausdrücke sind

0

0
,
∞
∞

, 0 · ∞,∞−∞, 00,∞0, 1∞

42



Stößt man bei Grenzwertbetrachtungen auf einen solchen unbestimmten Ausdruck hilft nur ge-
schicktes Umformen, Vergleichskriterium anwenden oder auf die Regel von De L’Hospital auswei-
chen. VORSICHT: Diese Regel gilt aber nur für FUNKTIONSGRENZWERTE und NICHT für
Folgen. Um De L’Hospital anwenden zu können, müssen Sie ZUERST aus der Folge eine Funktion
bilden, dann den Funktionsgrenzwert untersuchen und finalerweise wieder auf die Folgen zurück-
gehen. Eine Funktion über den natürlichen Zahlen ist NICHT differenzierbar!

3.7 Ergänzung: Teilfolgen, Häufungspunkte

Definition 3.7.1 (Teilfolge). Eine Teilfolge einer Zahlenfolge (an)N ist eine Folge mit einer
(beliebigen) Auswahl von Glieder von (an)N.

Ein grundlegender mathematischer Zusammenhang ist der folgende Satz:

Satz 3.7.1 (Bolzano-Weierstraß). Jede beschränkte reelle Zahlenfolge mit unendlich vielen
Gliedern besitzt mindestens eine konvergente Teilfolge.

Daraus folgt beispielsweise:

Satz 3.7.2. Eine beschränkte unbestimmt divergente Zahlenfolge besitzt mindestens zwei ver-
schiedene konvergente Teilfolgen.

Beispiel 3.7.1. Die Folge an = (−1)n besitzt unendlich viele Glieder, ist beschränkt nach
unten durch −1, nach oben durch 1. Sie besitzt zwei Teilfolgen welche konvergieren, nämlich
die konstanten Folgen (1)n∈Ng

und (−1)n∈Nu
.

Definition 3.7.2. Eine Zahl a heißt Häufungspunkt oder Häufungswert einer Folge
(an), falls in jeder noch so kleinen Umgebung von a unendlich viele Folgenglieder von (an)
liegen. Anders ausgedrückt: Eine Zahl a heißt Häufungspunkt oder Häufungswert einer
Folge (an), wenn es eine Teilfolge (ank

) von (an) gibt, welche gegen a konvergiert.

Abbildung 3.3: Feigenbaum-Diagramm der logistischen Gleichung aus Beispiel 3.7.2. Bild aus Wi-
kipedia.

Satz 3.7.3. Eine konvergente Folge enthält genau einen Häufungspunkt, dieser ist der Grenz-
wert der Folge.
Jede beschränkte Folge reeller Zahlen hat einen größten und einen kleinsten Häufungspunkt.
Jede beschränkte Folge komplexer Zahlen (mit unendlich vielen Gliedern) hat (mindestens)
einen Häufungspunkt.
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Beispiel 3.7.2. Die logistische Gleichung, definiert als rekursive Folge xn+1 = rxn(1 − xn)
besitzt Häufungspunkte, deren Anzahl abhängig von r ist! In Abbildung 3.3 sind die Häufungs-
punkte über r dargestellt.
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Kapitel 4

Unendliche Reihen

4.1 Motivation

Unendliche Reihen sind nichts anderes wie spezielle Folgen. Die Anwendungen reichen tief in die
Mathematik und Anwendungsfächer hinein. In der Vorlesung Mathematik 1 benötigen wir unend-
liche Reihen vor allem um den Begriff des Integrals zu definieren und um den weitreichenden Satz
von Taylor angeben zu können.

Stellen Sie sich einen Punkt am Einheitskreis in einem kartesischen ebenen Koordinatensystem vor
und messen die senkrechte Strecke zur horizontalen x-Achse. Ein vermeintlich einfaches Problem.
Es ist im Grunde sehr eigenartig, dass dieser Abstand in den verschiedensten Anwendungsfächern
eine zentrale Rolle spielt. Sie (sollten) diesen Abstand ebenfalls kennen: Das ist der Sinus des
Winkels, welcher der Strahl zum Punkt am Einheitskreis mit der x-Achse einnimmt. Doch wie
berechnet man den Sinus-Wert eines Winkels? Was macht der Taschenrechner, wenn Sie die Sin-
Taste drücken? Sie vermuten richtig: Unendliche Reihen sind das Mittel der Wahl. So einfach die
geometrische Aufgabe am Einheitskreis auch sein mag: Zur Definition und der Berechnung der
Sinus-Funktion ist eine unendliche Reihe notwendig.

Wir nehmen ein alltägliches Problem: Stellen Sie sich eine Strecke der Länge 1 vor (Längeneinheit
ist hier nicht relevant). Um die gesamte Strecke abzulaufen müssen Sie zuerst die Hälfte der Stre-
cke s1 = 1

2 zurücklegen. Von der Resthälfte müssen auch wieder die Hälfte gehen, also haben Sie
insgesamt s2 = 1

2 +
1
4 Einheiten zurückgelegt. Dann gehen sie von dem verbleibenden Rest wieder

die Hälfte, u.s.w. Nach n Halbierungen haben sie die Strecke sn = 1
2 + 1

4 + · · ·+ 1
2n zurückgelegt.

Die Summe sn nennt man Partialsumme. Wohin strebt nun die Folge der Partialsummen lim
n→∞

sn?

Obiges Argument können Sie ja beliebig oft anwenden. Klarerweise sollte der Grenzwert gegen
1 streben (dies ist auch der Fall, siehe geometrische Reihe). Statt lim

n→∞
sn wählt man jetzt die

Schreibweise
∑∞

k=0
1
2k
. Eine unendliche Reihe ist die Folge der Partialsummen.

Die Euler’sche Zahl e = 2, 718281828 . . . ist eine irrationale Zahl. Nun bilden Sie die Potenzfunk-
tion x → ex. Sie nehmen also eine beliebige Potenz x ∈ R der Euler’schen Zahl e. Das klingt
zunächst abstrakt. Ist es auch. Überraschenderweise ist genau diese Funktion, die sogenannte Ex-
ponentialfunktion, eine der wichtigsten mathematischen Funktionen in den Anwendungsgebieten.
Die Exponentialfunktion kommt in allen Wissenschaftsgebieten vor, eine Auflistung finden Sie
hier. Der Ingenieur, Anwender etc. interessiert sich nun weniger für die konkrete Berechnung von
ex, sondern mehr für reine Anwendung einer Berechnungsformel für ex, damit das betreffende An-
wendungsproblem gelöst werden kann. Mathematisch gesehen ist allerdings die Berechnung von
ex alles andere als einfach. Denken Sie beispielsweise an die Berechnung von eπ. Die Potenz einer
irrationalen Zahl mit einer weiteren irrationalen Zahl. Hier helfen letzten Endes nur Folgen und
Reihen. Die Exponentialfunktion ist entweder über den Grenzwert lim

x→∞

(
1 + x

n

)n
oder über die
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unendliche Reihe
∞∑
k=0

xk

k! definiert. Setzt man x = π in obige Folge bzw. Reihe, so kann man Reπ

(näherungsweise) berechnen.

Nehmen Sie ein Fadenpendel mit einer Masse m. Zu einem bestimmten Zeitpunkt wird das Pendel
ausgelenkt und dann losgelassen. Welchen Winkel ϕ nimmt das Pendel zur Senkrechten zum Zeit-
punkt t ein? Die bestimmende Gleichung für den Winkel ϕ(t) erhält man aus den Newton’schen
Gesetzen. Ist a(t) die Winkelbeschleunigung so lautet die Gleichung

a(t) =
d2ϕ(t)

dt2
= −g

l
sin(ϕ).

Diese Gleichung nennt man auch Differentialgleichung und werden in Mathematik 2 behandelt.
Wie lautet nur der Winkel ϕ(t)? Dieser kann aus dieser Gleichung nur über eine unendliche Reihe
angenähert werden! (siehe Wikipedia.)

Eine (ebene Kurve), deren Krümmung proportional der Streckenlänge ist, nennt man Klothoide
(Wikipedia). Im Verkehrswegebau wird bei der Berechnung der Linienführung einer Verkehrsachse
die Klothoide als Übergangselement zwischen zwei Geraden, oder allgemein zwei Elementen mit
konstanter aber unterschiedlicher Krümmung, eingesetzt. Sie kommt auf zahlreichen Teilabschnit-
ten von Straßen- und Bahnstrecken zum Einsatz. Was hat das mit unendlichen Reihen zu tun?
Ganz einfach. Die Berechnung der Streckenlänge führt auf Integrale, welche nicht einfach gelöst
werden können. Den Wert dieser Integrale können Sie nur annähern. Und zur Annäherung der be-
stimmten Integrale werden unendliche Reihen verwendet. Wenn Sie also per Computerprogramm
einen Straßenverlauf planen, so wendet das Computerprogramm unendliche Reihen an.

Ein weiteres Beispiel sind die nach Joseph Fourier bezeichneten Fourierreihen. Dies sind Reihenent-
wicklung einer periodischen, abschnittsweise stetigen Funktion in eine Funktionenreihe aus Sinus-
und Kosinusfunktionen. Noch nie gehört? Grundton, Obertöne, ...

Wir benötigen unendliche Reihen hauptsächlich als Hilfsmittel für die Definition weitergehender
Theorien und der Definition von Funktionen wie ex, sin(x), cos(x), . . . . Mit Hilfe von unendlichen
Reihen kann man aber auch irrationale Zahlen definieren, Gleichungen (insbesondere Differential-
gleichungen)Näherungsweise lösen, Integrale näherungsweise lösen

4.2 Definition

Definition 4.2.1 (Partialsumme, Reihe). Sei (an)N eine Zahlenfolge. Die aus den Gliedern
der Zahlenfolge gebildete endliche Summe

sn :=

n∑
k=0

ak = a0 + · · ·+ an, (4.1)

nennt man die n-te Partialsumme.
Die Folge der Partialsummen (sn)N nennt man die unendliche Reihe und wird mit dem
Symbol

∞∑
k=0

ak (4.2)

geschrieben.
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Definition 4.2.2. Die Begriffe der Konvergenz und Divergenz übernimmt man von Folgen.
Ist die Folge der n-ten Partialsummen konvergent, so nennt man die unendliche Reihe kon-
vergent und schreibt abkürzend

lim
n→∞

sn = s ⇔
∞∑
k=0

ak = s. (4.3)

Die Zahl s ∈ R ∪ {∞,−∞} nennt man den Wert der unendlichen Reihe. Ist s ∈ R so
nennt man die unendliche Reihe konvergent, sonst divergent.

Beispiel 4.2.1. Im Folgenden eine Liste von unendlichen Reihen und deren Grenzwerte (ohne
Nachweise):

1. Die sogenannte harmonische Reihe ist (bestimmt) divergent, es gilt
∞∑

n=1

1
n = ∞.

2. Die sogenannte alternierende harmonische Reihe ist konvergent, es gilt
∞∑

n=1
(−1)

n−1 1
n =

∞∑
l=0

(−1)
l 1
l+1 = ln (2).

3. Die Leibniz-Reihe
∞∑

n=0

(−1)n

2n+1 ist konvergent mit Grenzwert π
4 .

4. Es gilt
∞∑

n=1

1
n2 = π2

6 .

5. Die Reihe
∞∑

n=1

1
nα ist für jedes α > 1 (absolut) konvergent, für α ≤ 1 bestimmt divergent.

6.
∞∑

n=0

1
n! = e1 ≈ 2.7182818284 . . .

7.
∞∑

n=0

(
1
2

)n
=

∞∑
n=0

1
2n = 2. Man kann diese Reihe erweitern, indem an 1

2 durch eine Variable

x ∈ R ersetzt und man die Konvergenz in Abhängigkeit von x studiert, wie folgendes
Beispiel zeigt:

8. Die geometrische Reihe lautet

∞∑
n=0

xn =


1

1−x , |x| < 1

∞, x ≥ 1

unbestimmt, x ≤ −1

.

Hinweis: In der Literatur wird oftmals der Buchstabe q statt x verwendet.

9. Die n-te Partialsumme der geometrischen Reihe ist die Summe sn = 1 + x + · · · + xn.
Dann ist aber der Ausdruck sn − xsn = 1− xn+1. Damit folgt aber unmittelbar (x ̸= 1)

sn =
1− xn+1

1− x
.

Durch Grenzübergang folgt mit der Bedingung |x| < 1 obiges Reihengrenzwert der geome-
trischen Reihe.
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10. Wenn Sie für x die Zahl 1
2 einsetzen, dann erhalten Sie das Ergebnis des einführenden

Beispiels der Wegstrecke:

∞∑
n=1

1

2n
=

∞∑
n=0

1

2n
− 1 =

1

1− 1
2

− 1 = 1.

11.
∞∑

n=1

1
k(k+1) =? Für die n-te Partialsumme gilt sn = 1− 1

n+1 und mit Grenzübergang folgt

der Reihenwert 1. Eine Summe, deren Partialsummen ähnlich wie diese zerfällt, nennt
man Teleskopsumme.

12. Die Periodendauer T der Schwingung eines Pendels mit Anfangsauslenkung ϕ0 ist als
unendliche Reihe exakt darstellbar:

T (ϕ0) = 1 + (
1

2
)2 sin2(

ϕ0

2
) + (

1 · 3
2 · 4

)2 sin4(
ϕ0

2
) + · · · =

∞∑
n=1

(
(2n)!

(2nn!)2

)2

sin2n(
ϕ

2
).

Es bleibt jetzt (analog zu Folgen) zu klären, wie man mit konvergenten Reihen rechnen darf bzw.
wie man auf Konvergenz testet.

Satz 4.2.1. Sei α ∈ R. Dann gelten folgende Rechenregeln:

• Sind
∞∑
k=0

ak = a und
∞∑
k=0

bk = b konvergent, so auch die Summe
∞∑
k=0

(ak ± bk) = a± b.

•
∞∑
k=0

(ak − bk) kann konvergieren, selbst wenn a = b = ∞.

• Ist
∞∑
k=0

ak = a konvergent, dann gilt
∞∑
k=0

αak = αa

Eine konvergente Reihe ist vor allem dadurch ausgezeichnet, dass die Reihenglieder selbst eine
Nullfolge bilden:

Satz 4.2.2 (Notwendige Konvergenzbedingung). Ist
∞∑
k=0

ak = a konvergent, so bilden die

Folgenglieder (ak)N eine Nullfolge.

Die logische Negation des Satzes 4.2.2 lautet

Satz 4.2.3 (Negation der notwendigen Konvergenzbedingung). Bilden die Folgenglieder

(ak)N keine Nullfolge, also lim ak ̸= 0, so divergiert die Reihe
∞∑
k=0

ak!

Beispiel 4.2.2. Mit Hilfe von Satz und der Negation, kann man schon erste Aussagen über
die Konvergenz einer Reihe treffen (NICHT über den Summenwert).

1. Die Reihe
∞∑
k=0

2k
5k+3 ist nicht konvergent, da die Reihenglieder als Folge ( 2k

5k+3 )N betrachtet

keine Nullfolge bilden, 2k
5k+3 → 2

5 .

2. Die geometrische Reihe ist für |q| < 1 konvergent, deshalb ist die Folge (qn)N eine Nullfolge
(dies MUSS bei einer konvergenten Reihe so sein).
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3. Die Folge der Reihenglieder von
∞∑
k=0

2k
5k2+3 bilden eine Nullfolge. Damit kann über die

Konvergenz der Reihe keine Aussage gemacht werden.

4. Die harmonische Reihe
∞∑
k=0

1
k ist nicht konvergent (siehe 4.3.1, obwohl die Reihenglieder

eine Nullfolge bilden: 1
k → 0.

5. Man kann zeigen, dass die Reihe
∞∑
k=0

1
k1+ϵ für jedes noch so kleine ϵ > 0 konvergiert.

Bei konvergenten Reihen können Sie die Reihenfolge der Summation nicht beliebig ändern, wie
folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 4.2.3. Gegeben sei die Reihe ln(2) =
∞∑

n=0

(−1)n

n+1 . Bildet man aus der n-ten Partial-

summe

sn = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+

1

7
− 1

8
+ . . .

eine weitere Partialsumme tn

tn :=
1

2
sn =

1

2
− 1

4
+

1

6
− 1

8
+

1

10
. . . ,

so gilt offensichtlich sn + tn = 3
2sn. Mittels Grenzübergang folgt lim

n→∞
3
2sn = 3

2 ln(2). Fasst man

jedoch gleiche Brüche in der Summe sn + tn zusammen (umordnen!), dann folgt

sn + tn = 1− 2

4
+

1

3
− 2

8
+

1

5
− 2

12
+

1

7
− 2

24
+ . . .

= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+

1

7
− 1

8
+ . . .

= sn.

Das bedeutet aber, dass bei Anwendung des Grenzübergangs folgen würde 3
2 ln(2) = ln(2)!! Das

ist ein klarer Widerspruch, die Umordnung der Summe im letzten Schritt ist nicht erlaubt.

Bei welchen Reihen darf man dann aber ohne Bedenken umordnen? Das sind die sogenannten
absolut konvergenten Reihen:

Definition 4.2.3 (Absolute Konvergenz). Eine Reihe
∞∑
k=0

ak nennt man absolut konver-

gent, wenn die Reihe
∞∑
k=0

|ak| konvergiert.

Beispiel 4.2.4. Die Reihen
∞∑
k=0

(−1)k,
∞∑
k=0

(−1)k 1
k+1 sind nicht absolut konvergent. Die geome-

trische Reihe ist absolut konvergent.

Satz 4.2.4. Jede absolut konvergente Reihe ist auch konvergent. (Aber eine konvergente
Reihe muss eben NICHT absolut konvergieren).
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Satz 4.2.5 (Umordnungssatz). Sei
∞∑
k=0

ak absolut konvergent mit Grenzwert a. Dann kon-

vergiert jede durch Umordnung der Reihenglieder ak erzeugt Reihe gegen denselben Grenzwert
a.

Bisher haben wir keine Multiplikation von unendlichen Reihen besprochen. Mit absolut konver-
genten Reihen kann dies mittels dem sogenannten Cauchy-Produkt erfolgen:

Satz 4.2.6. Seinen
∞∑
k=0

ak und
∞∑
k=0

bk absolut konvergente Reihen mit Grenzwert a bzw. b.

Dann konvergiert das Cauchy’sche Produkt( ∞∑
k=0

ak

)( ∞∑
k=0

bk

)
=

∞∑
n=0

k∑
n=0

akbn−k = a0b0 + (a0b1 + a1b0) + (a0b2 + a1b1 + a2b0) + . . .

gegen den Grenzwert ab.

4.3 Konvergenzkriterien

Wie entscheidet man nun über die Konvergenz einer Reihe? Es sei darauf verwiesen, dass wir in
dieser Fragestellung nur an der Konvergenz interessiert sind, nicht aber am speziellen Wert wel-
chen die unendliche Reihe ergibt!

Als erstes überprüft man, ob man durch Anwendung der Rechenregeln 4.2.1 die zu untersuchende
Reihen aus bekannten Reihen ableiten, umformen etc. kann. Dabei muss man natürlich sehr auf-
passen. Wenn die Reihe nicht absolut konvergiert, dann darf man nicht beliebig Klammern setzen
oder fortlassen!

Analog zum Vergleichskriterium bei Folgen gibt es ein Vergleichskriterium für Reihen:

Satz 4.3.1 (Vergleichskriterium, Majorantenkriterium). Lässt sich für Reihenglieder ak, bk
die Abschätzung

0 ≤ |ak| ≤ bk, k ≥ k0

finden (d.h. die Abschätzung muss erst ab einem gewissen Index k0 gelten), so lassen sich
folgende Aussagen treffen:

a)
∞∑
k=0

bk konvergent ⇒
∞∑
k=0

ak ist absolut konvergent.

b)
∞∑
k=0

|ak| = ∞ ⇒
∞∑
k=0

bk = ∞

Beispiel 4.3.1. Wir behandeln folgende Beispiele:

1. Mit Hilfe des Vergleichskriteriums lässt sich zeigen, dass die harmonische Reihe
∞∑
k=0

1
k

divergiert. Sei sn = 1 + · · · + 1
n die n-te Partialsumme. Wir schätzen den Wert sn wie

50



folgt ab:

sn = 1 +
1

2
+ (

1

3
+

1

4
) + (

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
) + · · ·+ 1

n

s2n ≥ 1 +
1

2
+ (

1

4
+

1

4
) + (

1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8
) + · · ·+ 1

n

s2n ≥ 1 +
1

2
+ (

1

2
) + (

1

2
) + · · ·+ 1

2

s2n ≥ 1 +
n

2
.

Da aber die Summe
∑

n divergiert, folgt mit dem Vergleichskriterium, dass die Folge
(s2n) und somit auch die Folge (sn) divergiert. Zusammenfassend zeigt dies, dass die
harmonische Reihe divergent ist.

2. Mit ähnlichen Argumenten zeigt man, dass die Reihe

∞∑
k=0

1

kα

für α > 1 konvergiert, sonst divergiert.

3. Die Reihe
∞∑
k=0

1
(k+3)(k+4) konvergiert, da über die Abschätzung 1

(k+3)(k+4) ≤ 1
k2 das Ver-

gleichskiterium angewendet werden kann (die Reihe
∞∑
k=0

1
k2 ist konvergent).

4.
∞∑
k=0

sin(k3+1)
2k3+2k+1 ist konvergent, da | sin(k

3+1)
2k3+2k+1 | ≤ | sin(k

3+1)
2k3 | ≤ 1

2k3 . Das Vergleichskriterium

liefert eine konvergente Majorante.

Das Vergleichskriterium und die geometrische Reihe liefern weitere mächtige Kriterium:

Satz 4.3.2 (Quotientenkriterium). Gilt ab einem gewissen Index k0, dass die Reihenglieder
ak nicht null sind, also ak ̸= 0,∀k ≥ k0 und konvergiert die Folge der Quotienten |ak+1

ak
|, so

gilt

a) lim
k→∞

|ak+1

ak
| = α < 1 ⇒

∞∑
k=0

ak ist absolut konvergent,

b) lim
k→∞

|ak+1

ak
| = α > 1 ⇒

∞∑
k=0

ak ist nicht konvergent.

c) lim
k→∞

|ak+1

ak
| = α = 1, so ist keine Aussage zur Konvergenz der Reihe

∞∑
k=0

ak möglich.

Hinweis: Bei der Anwendung des Quotientenkriteriums ist darauf zu achten, dass explizit der
Grenzwert lim

k→∞
|ak+1

ak
| echt größer oder kleiner 1 ist. Es genügt NICHT, dass alle Folgenglieder

größer/kleiner 1 sind und lim|ak+1

ak
| = 1 gilt. Ebenfalls aus der geometrischen Reihe ist das Wur-

zelkriterium ableitbar:

Satz 4.3.3 (Wurzelkriterium). Konvergiert die Folge k
√

|ak|, so gilt

a) lim
k→∞

k
√
|ak| = α < 1 ⇒

∑∞
k=0 ak ist absolut konvergent,

b) lim
k→∞

k
√
|ak| = α > 1 ⇒

∑∞
k=0 ak ist nicht konvergent.
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c) lim
k→∞

k
√
|ak| = α = 1, so ist keine Aussage zur Konvergenz der Reihe

∞∑
k=0

ak möglich.

Das Wurzelkriterium ist schärfer als das Quotientenkriterium. Erhält man beim Wurzelkriterium
keine Aussage, so liefert das Quotientenkriterium mit Sicherheit auch keine Aussage. Wenn man
also das Wurzelkriterium benützt und keine Aussage erhält, dann braucht man das Quotienten-
kriterium gar nicht erst probieren. Liefert allerdings das Quotientenkriterium keine Aussage, so
kann durchaus das Wurzelkriterium zum Ziel führen.

Zum Abschluss besprechen wir noch eine ganz bestimmte Art von Reihen, für welche es auch ein
schönes Konvergenzkriterium gibt:

Satz 4.3.4 (Alternierende Reihen). Eine alternierende Reihe ist eine Reihe deren Folgenglie-

der abwechselndes Vorzeichen haben. Man kann jede solche Reihe in der Form
∞∑
k=0

(−1)
k
ak

mit ak ≥ 0 schreiben.

Satz 4.3.5 (Leibniz Kriterium für alternierende Reihen). Für jede monoton fallende Null-

folge a0, a1, a2, . . . konvergiert die alternierende Reihe
∞∑
k=0

(−1)
k
ak. Genauer: Ist (an)N eine

monoton fallende Nullfolge, so ist die Reihe
∑∞

k=0(−1)kak konvergent. Über den Grenzwert
besagt das Kriterium nichts.

Beispiel 4.3.2 (alternierende Reihen). Folgende alternierende Reihen sind konvergent:

1.
∞∑
k=0

(−1)
k 1

k = ln(2) (Reihenwert ohne Beweis)

2.
∞∑
k=0

(−1)
k 1

2k+1 = π
4 (Reihenwert ohne Beweis)

3. sin(1) =
∞∑
k=0

(−1)k 1
(2k+1)! , bzw. sin(x) =

∞∑
k=0

(−1)k−1 x2k+1

(2k+1)! für beliebiges x ∈ R.

4. cos(−3) =
∞∑
k=0

(−1)k (−3)2k

(2k)! , bzw. cos(x) =
∞∑
k=0

(−1)k x2k

(2k)! für beliebiges x ∈ R

Ergänzung:
Ein weiteres Kriterium lässt die Aussagen über absolute Konvergenz zu, wenn man nur die endli-
chen Teilsummen betrachtet:

Satz 4.3.6 (Kriterium absolute Reihen). Eine Reihe
∞∑
k=0

ak ist genau dann absolut konver-

gent, wenn die Folge der Partialsummen Sn :=
n∑

k=0

|ak| beschränkt ist.

Satz 4.3.7 (Ergänzung Quotientenkriterium). Gilt ak ̸= 0 und zusätzlich |ak+1

ak
| ≤ q,∀k ≥ k0

mit q ∈ [0, 1), so ist die Reihe
∞∑
k=0

ak absolut konvergent. Gilt hingegen |ak+1

ak
| ≥ 1, k ≥ k0, so

ist die Reihe divergent.
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Satz 4.3.8 (Ergänzung Wurzelkriterium). Gilt ab einem gewissen Index k0, dass die Rei-
henglieder die Bedingung |ak| < q mit q ∈ [0, 1) erfüllen, so ist die Reihe

∑∞
k=0 ak absolut

konvergent. Gilt hingegen |ak| ≥ 1 für unendlich viele k, so ist die Reihe divergent.

Beispiel 4.3.3. Betrachten Sie folgende Beispiele:

1.
∑∞

k=0
1+k
11k

2.
∑∞

k=0
1
k!

3.
∑∞

k=0
1
2k
,
∑∞

k=0(
4
5 )

k

4.
∑∞

k=1
k!
kk

5.
∑∞

k=1
1
kα Konvergent für α > 1, divergent für 0 ≤ α ≤ 1. Wurzel- und Quotientenkrite-

rium liefert keine Aussage.

6.
∑∞

k=1(1−
1
k )

k2

per Wurzelkriterium liefert Konvergenz der Reihe.

4.4 Potenzreihen

Definition 4.4.1. Ein Polynom pn(x) in der Unbekannten x ∈ R ist eine Funktion der Form

pn(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n

mit beliebigen aber festen Koeffizienten ai ∈ R, i = 1 . . . n. Man nennt die Zahl n ∈ N den
Grad des Polynoms.

Die Idee den Grenzwert lim
n→∞

pn(x) =
∞∑
k=0

akx
k zu betrachten führt auf eine der am meisten

verwendeten Konzepte in der Höheren Mathematik, den sogenannten Potenzreihen. Diese Reihen
sind unendliche Reihen, jedoch mit ganz bestimmter Form. Bei einer Potenzreihe tritt in jedem
Reihenglied eine Variable, z.B. x ∈ R, auf. In jedem Reihenglied gibt es also eine unabhängige
Veränderliche.
Wählt man beispielsweise ai = 1, ∀i ∈ N, so ergibt sich die sogenannte geometrische Reihe mit
bekanntem Grenzwert:

lim
n→∞

pn(x) =

∞∑
k=0

xn =
1

1− x
, |x| < 1.

Man kann diesen Zusammenhang nun so interpretieren, dass die Funktion f(x) = 1
1−x im Bereich

|x| < 1 als Potenzreihe geschrieben werden kann. Das mag auf den ersten Blick sinnlos sein, da
f(x) ja wesentlich einfacher ist als eine unendliche Reihe. Es gibt aber Funktionen, welche nicht
einfach über einen algebraischen Ausdruck formulierbar sind. Ganz im Gegenteil, beispielsweise
werden die Exponentialfunktion oder die Winkelfunktionen mittls Potenzreihen überhaupt erst
greifbar. Bis dato wissen wir (und aus der Schule auch nicht), wie derartige Funktionen überhaupt
definiert sind. Das funktioniert eben über Potenzreihen. Man sagt: Eine Funktion wird durch eine
Potenzreihe dargestellt. Wir werden noch kennenlernen, wie und unter welchen Umständen man
zu einer gegebenen Funktion deren Potenzreihe findet (Satz von Taylor).

Eines der Hauptziele dieser Vorlesung ist, eine gegebene Funktion f(x) auf einem Intervall x ∈ I
als Potenzreihe darzustellen

f(x) =

∞∑
k=0

ak(x− x0)
k.

Wir definieren den Begriff Potenzreihe:
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Definition 4.4.2. Eine Potenzreihe ist eine unendliche Reihe der speziellen Form
∞∑
k=0

ak(x−

x0)
k mit ak ∈ R (konstant), x ∈ R (variabel). Die Zahlen ak nennt man die Koeffizienten

der Potenzreihe, die Zahl x0 ∈ R den Entwicklungspunkt der Potenzreihe.

Ziel ist natürlich herauszufinden, für welche x ∈ R die Reihe konvergiert. Dazu definieren wir
zunächst

Definition 4.4.3. Sei K := {x ∈ R :
∞∑
k=0

ak(x − x0)
k ist konvergent.}. Dann nennt man

R := supx∈K |x − x0| den Konvergenzradius der Potenzreihe. Ist K unbeschränkt, so gilt
R = ∞, sonst gilt 0 ≤ R < ∞.

Beispiel 4.4.1. Folgende Beispiele sind grundlegend:

1. Für die geometrische Reihe gilt R = 1 (x0 = 0).

2. Die Reihendefinition der Exponentialfunktion ex :=
∞∑
k=0

xk

k! ist für alle x ∈ R konvergent,

also R = ∞.

3. Die Reihendefinition der Exponentialfunktion für x0 ̸= 0 lautet ex =
∞∑
k=0

ex0 (x−x0)
k

k! . Die

Begründung dazu folgt in Kapitel 9.5.

4. Die Reihe
∞∑
k=0

k!xk konvergiert nur für x = 0, d.h. R = 0.

Satz 4.4.1 (Konvergenzsatz über Potenzreihen). Sei R der Konvergenzradius der Potenz-

reihe
∞∑
k=0

ak(x− x0)
k. Dann gilt

• Ist R = 0, so konvergiert die Potenzreihe nur für x = x0 (und umgekehrt)

• Für alle x mit |x− x0| > R divergiert die Potenzreihe
∞∑
k=0

akx
k.

• Die Reihe konvergiert absolut auf jedem abgeschlossenen Intervall [x0 − ρ, x0 + ρ] mit
0 < ρ < R.

Aufgrund dieses Satzes definiert man:

Definition 4.4.4. Das Intervall (x0−R, x0+R) nennt man das Konvergenzintervall der

Potenzreihe
∞∑
k=0

ak(x− x0)
k mit Konvergenzradius R.

Ob die Reihe auch in den Randpunkten des Konvergenzintervalls x = x0 + R bzw. x = x0 − R
konvergiert, ist gesondert zu untersuchen!

Damit weiß man schon viel, aber leider wissen wir noch nicht, wie man den Konvergenzradius
findet. Wenn dieser gefunden ist, dann konvergiert die Reihe für x ∈ (−R,R). Für die Berechnung
des Konvergenzradius kann nun das Wurzel- oder Quotientenkriterium herangezogen werden. Die
folgenden beiden Sätze sind identisch zum Wurzel- bzw. Quotientenkriterium (Sätze 4.3.3 bzw.
4.3.2), allerdings speziell für Potenzreihen formuliert. Man kann natürlich auch die Kriterien in
der Originalform verwenden.
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Satz 4.4.2 (Quotientenkriterium speziell für Potenzreihen). Ist ak ̸= 0, dann folgt aus dem
Quotientenkriterium 4.3.2 direkt R = lim

k→∞
| ak

ak+1
|.

Satz 4.4.3 (Wurzelkriterium speziell für Potenzreihen). Aus dem Wurzelkriterium 4.3.3 folgt
R = lim

k→∞
1

k
√

|ak|
.

Welches Kriterium man anwendet hängt meistens von der Form der Reihenglieder ab.
Wenn das Wurzelkriterium keine Aussage liefert, dann liefert das Quotientenkriterium mit Sicher-
heit auch keine Aussage. Liefert das Quotientenkriterium keine Aussage, so kann aber durchaus
das Wurzelkriterium weiterhelfen.
Potenzreihen haben ganz wichtige Eigenschaften, wir benötigen dazu aber noch Begriffe wie Stetig-
keit und Differenzierbarkeit einer Funktion. Potenzreihen sind notwendig, um bekannt Funktionen
wie die Exponential- und Winkelfunktionen erklären zu können.

Beispiel 4.4.2. Folgende Funktionen werden als Potenzreihe definiert:

1. ex =
∞∑
k=0

xk

k! für x0 = 0 und x ∈ R (Konvergenzradius R = ∞).

2. ex = ex0

∞∑
k=0

(x−x0)
k

k! für x0 ∈ R und x ∈ R (Konvergenzradius R = ∞).

3. sin(x) =
∞∑
k=0

(−1)
k x2k+1

(2k+1)! für R = ∞ und x0 = 0.

4. cos(x) =
∞∑
k=0

(−1)
k x2k

(2k)! für R = ∞ und x0 = 0.

5. ln(x) =
∞∑
k=

(−1)
k+1 (x−1)k

k für x0 = 1 und R = 1. Dies bedeutet, dass die Reihe für alle

x ∈ R konvergiert, für welche |x− 1| < 1. Anders geschrieben konvergiert die Reihe also
für 0 < x < 2.

6. sinh(x) = ex−e−x

2 =
∞∑
k=0

x2k+1

(2k+1)! mit x0 = 0 und R = ∞.

7. cosh(x) = ex+e−x

2 =
∞∑
k=0

x2k

(2k)! mit x0 = 0 und R = ∞.

Wir werden uns im Kapitel 9 nochmals den Potenzreihen zuwenden.
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Kapitel 5

Funktionen einer reellen
Veränderlichen - Grundlagen

Für die gesamte Naturwissenschaft und auch die gesamte moderne Mathematik stehen die Begriffe

”
Funktion “und

”
Grenzwert “im Mittelpunkt, siehe auch ([1]).

Der Flächeninhalt eines Rechtecks ist eine Funktion der Länge der beiden Seitenstrecken. Der
Flächeninhalt variiert, wenn die Längen der Seiten variieren. Haben Sie Seiten einen bestimmten
Wert, so auch der Flächeninhalt. Der Begriff der Funktion abstrahiert eine Schreibweise, in welche
die unterschiedlichsten Arten von Zuordnungen mathematisch formuliert werden können. Im We-
sentlichen drückt man aus, dass etwas in Abhängigkeit von etwas anderem stattfindet. Funktionen
sind von zentraler Bedeutung in den Ingenieurswissenschaften und werden ihnen im Laufe des
Studiums tagtäglich begegnen. Das Volumen einer in einem Zylinder eingeschlossenen Gasmenge
ist eine Funktion der Temperatur und des Druckes auf den Kolben. Der atmosphärische Druck
in einem Luftballon ist eine Funktion der Höhe über dem Meeresspiegel. Der Bremsweg ist eine
Funktion der Bremskraft. Sämtliche periodische Erscheinungen (Gezeiten, Saite, Lichtwellen,...)
werden durch die Funktionen sin(x), cos(x) beherrscht. In der Chemie ist die Reaktionsgeschwin-
digkeit als Funktion der Zeit ist proportional zur noch vorhandenen Menge der sich umwandelnden
Substanz. Auf Wikipedia finden Sie eine Auflistung, in welchen Gebieten die Exponentialfunktion
ex eine zentrale Rolle spielt (siehe hier).
Der Begriff einer Funktion ist die mathematische Abstraktion einer Zuordnung zwischen Elemen-
ten, Dingen etc. Dies kann auf unterschiedlichste Arten vorgenommen werden. Typische Arten
von Zuordnungen sind:

• Eine verbale Beschreibung einer Zuordnung. Ein Bsp: Die Bank zahlt 5% jährliche Zinsen auf
das Einlagenkonto. Dies ergibt eine Funktion des Kapitals in Abhängigkeit der Einlagezeit.

• Eine Tabelle, welche Versuchsreihen dokumentieren. Z.Bsp. kann zu verschiedenen Dämp-
fungen die zugehörige Auslenkung eines Pendels gemessen werden. Dies ergibt eine Funktion
Auslenkung in Abhängigkeit der Dämpfung.

• Graphische Darstellung: Aktienkurse, Plots von Seismographen, etc.

• Schlussendlich die formelmäßige Darstellung, welche im Folgenden beschrieben wird.

Betrachten Sie folgende Beispiele:

• Die periodische Auslenkung einer periodisch angeregten, gedämpften schwingender Massen
ist abhängig von der Frequenz der periodischen Anregung. Die Auslenkung der Masse ist
eine Funktion der Frequenz der Anregung. Dabei kommt es zum Phänomen der Resonanz.
Siehe Abbildung 2 in Wikipedia Artikel zu Resonanz. Beachten Sie was mit der Auslenkung
der Masse passiert, wenn die Dämpfung immer kleiner wird.
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• Wie verhält sich der Druck von Wasser (in einem geschlossenen Gefäß) abhängig von der
Temperatur? Nur in gewissen Bereichen gibt es einen einfachen Zusammenhang. Beachten
Sie die Verzweigungen der Graphen im Triplepunkt in Abbildung 1 in hier.

• Die Dichte des Wasser ändert sich bei Übergang von flüssig zu fest sprunghaft, siehe hier.

• Dem Kreisprozess am Otto-Motor stellt man üblicherweise ein einem Druck-Volumen Dia-
gramm dar, siehe hier. Dabei gibt es (idealisiert) senkrechte Abschnitte, in welchen sich der
Druck bei gleichem Volumen sprunghaft ändert.

• Die Lebensdauer einer technischen Anlage hängt von vielen Faktoren ab. Um eine Lebens-
dauervorhersage treffen zu können, sind zunächst die zu erwartenden Einsatzbedingungen
zu klären, beispielsweise die vorgegebene Einsatzdauer, die Einsatztemperaturen, die mecha-
nische Belastungen, etc. Die Lebensdauer ist also eine Funktion dieser Einsatzbedingungen.

Und jetzt kommt wieder der Abstraktionsschritt. Sie lernen den mathematisch abstrakten Be-
griff und deren Schlussfolgerungen kennen, um dann im Umkehrschluss diese Ergebnisse in den
Anwendungsfächern verwenden zu können.

5.1 Einführung, Wiederholung

Definition 5.1.1 (Abbildung). Seien D,W Mengen. Eine Wertezuordnungsvorschrift f von
Elementen aus D zu Elementen aus W nennt man eine Abbildung oder Funktion, wenn
jedem Element x ∈ D genau ein Element y ∈ W zugeordnet wird. Man schreibt f : D → W
in Mengenschreibweise und elementweise x ↣ y.
Man nennt D den Definitionsbereich oder Urbild von f und die Elemente x ∈ D die
Argumente der Funktion f . Statt y benützt man die Schreibweise f(x). f(x) bezeichnet das
Bild von x unter f oder den Funktionswert von f an der Stelle x.
Die Menge f(A) := {f(x) : x ∈ A,A ⊆ D} nennt man das Bild von A unter f oder den
Wertebereich von f .

Definition 5.1.2 (injektiv, surjektiv, bijektiv). Sei f : D → W eine Funktion.

• f heißt injektiv, falls aus x1 ̸= x2 stets f(x1) ̸= f(x2) folgt.

• f heißt surjektiv, falls f(D) = W .

• f heißt bijektiv, falls diese injektiv und surjektiv ist.

Hinweis: Die Injektivität wird auch oftmals wie folgt definiert: f heißt injektiv, falls aus f(x1) =
f(x2) stets x1 = x2 folgt.

Satz 5.1.1. Eine Abbildung f : D → W ist genau dann bijektiv, wenn es zu jedem Element
w ∈ W genau ein d ∈ D gibt, so dass w = f(d). In mathematischer Zeichensprache lautet
diese Aussage:

f : D → W ist bijektiv ⇔ ∀w ∈ W : ∃1d ∈ D : w = f(d).

Eine Bijektion f ist also eine 1:1 Zuordnung der Elemente aus D zu Elementen aus W . Das
bedeutet, dass die Mengen D und W gleich viele Elemente besitzen, siehe auch 1.5.

Definition 5.1.3 (identische Abbildung). Die identische Abbildung ist definiert auf einer
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Menge A als
id : A → A, x ↣ x (5.1)

Definition 5.1.4 (Umkehrabbildung). Ist f : D → W bijektiv, so nennt man f−1 : W → D
die Umkehrabbildung (Umkehrfunktion) von f , wenn sie jedem y ∈ W jenes eindeutig
bestimmte Element x ∈ D zuordnet, für welches y = f(x) gilt.

Satz 5.1.2. Sei f : D → W bijektiv, x ∈ D und y = f(x) ∈ W . Die Umkehrfunktion
f−1 : W → D, ist eindeutig bestimmt. Es gilt

f−1(f(x)) = f−1(y) = x, f(f−1(y))) = f(x) = y.

Satz 5.1.3. Sei f : D → W injektiv. Dann gibt es eine Umkehrfunktion f−1 : f(D) ⊆ W →
D. Man sagt auch, dass eine injektive Funktion lokal umkehrbar ist.

5.2 Darstellungen von reellen Funktionen - explizit

Definition 5.2.1 (explizite Funktionsdarstellung). Eine reelle Funktion einer reellen Veränder-
lichen ist eine Funktion, welche einer reellen Zahl genau eine reelle Zahl zuordnet.
In Zeichen: Sei I ⊆ R ein Intervall dann ist eine reelle Funktion einer reellen Veränderlichen
eine eindeutige Zuordnungsvorschrift f : I → R, x 7→ f(x). Ist die Berechnungsvorschrift für
f(x) explizit gegeben, so nennt man die Darstellung explizit.

Definition 5.2.2 (Graph einer Funktion). Sei I ⊆ R und f : I → R eine Funktion. Die
Menge von Punkten der Ebene

Gf := {(x, y) ∈ R2 : x ∈ I, y = f(x)} = {(x, f(x)) ∈ R2 : x ∈ I}

nennt man den Graph der Funktion f .

Definition 5.2.3. Eine reelle Funktion von zwei reellen Veränderlichen ist eine Funktion,
welche einem Paar von reellen Zahlen eine reelle Zahl zuordnet. Sei I ⊆ R, J ⊆ R, dann ist

F : I × J ⊆ R2 → R, (x, y) ↣ F (x, y) (5.2)

eine Funktion zwei reeller Veränderlicher.

Beispiel 5.2.1. Explizite Funktionsdarstellungen:

1. y = x3 + 1, Definitionsgebiet D = R.

2. f(x) = x2−4
x−2 Für D = R\{2} ordnet f(x) jedem x ∈ D genau ein f(x) ∈ R zu.

3. Gegeben ist eine Zahl ϵ > 0. Sei f(x) = x2−4
ϵx−2 . Für D = R\{ 2

ϵ } ordnet f(x) jedem x ∈ D
genau ein f(x) ∈ R zu. Zeichnet man den Graphen von f so vermutet man, dass die
Werte von f(x) immer größer werden, je näher x am Wert 2

ϵ gewählt wird.

4. f(x) = |x|.
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5. f(x) =

{
+1, x > 0

−1, x ≤ 0

6. f(x) =

{
0, x ∈ Q
x, x ∈ R\Q

. Versuchen Sie den Graphen von f zu zeichnen!

7. Ein Fallschirmspringer hat nach t Sekunden den Fallweg

s(t) =
v20
g

ln

(
cosh

(
gt

v0

))
.

zurückgelegt (Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0 des Absprungs sei v0). Der Defini-
tionsbereich ist D = R+, der Wertebereich kann als R oder R+ definiert werden, siehe
auch Beispiel 5.3.1.

8. Eine Potenzreihe ex :=
∑∞

n=0
xk

k! für x ∈ R kann auch als explizite Funktionsdefinition
aufgefasst werden!

9. Plotten Sie die Graphen der Funktionen f(x) = 2
1
x , sin(x)

x , sin( 1x ), x sin(
1
x ), etc.

Ein weiteres Beispiel zeigt die Begriffe der Injektivität, Surjektivität und Bijektivität für eine reelle
Funktion einer Veränderlichen:

Beispiel 5.2.2. Die Funktion
√
x ist für D = R+ und W = R+ bijektiv, für W = R injektiv

aber nicht surjektiv. Die Funktion f(x) = x2 ist für D = R und W = R+ nicht injektiv, für
D = R+ bijektiv. Für D = R+ und W = R injektiv, aber nicht surjektiv.

5.3 Darstellungen von reellen Funktionen - implizit

Neben der expliziten Darstellung einer Funktion gibt es noch die sogenannte implizite Darstellung.
Hierbei wird die Zuordnung nicht explizit als y = f(x) formuliert. Man ändert die Sichtweise und
sagt, dass zwei Zahlen x, y einander zugeordnet sind, wenn Sie die Gleichung F (x, y) = 0 erfüllen.
Genauer:

Definition 5.3.1 (Implizite Funktionsdarstellung). Sei F : I × J → R, (x, y) ↣ F (x, y).
Durch die Gleichung F (x, y) = 0 ist implizit eine Funktion g : Ig ⊆ I → Jg ⊆ J (auf dem
Intervall Ig) erklärt, wenn es zu jedem x ∈ Ig genau ein y ∈ Jg gibt, so dass F (x, y) = 0 gilt.
Das Element y wird dann als g(x) bezeichnet.
Die Funktion F erzeugt die Punktemenge GF = {(x, y) ∈ R2 : F (x, y) = 0}. Der Graph Gg

ist eine Teilmenge von GF . Die Punktemenge GF wird auch als ebene Kurve bezeichnet.

Beispiel 5.3.1. Beispiele impliziter Funktionsdarstellungen:

1. Betrachten Sie die Kreisgleichung x2 + y2 = R2. Jeder Punkt (x, y), welcher diese Glei-
chung erfüllt, liegt auf einem Kreis mit Radius R. Die Funktion F (x, y) = x2 + y2 − R2

kann auf I = J = R erklärt werden. Nun definiert die Gleichung F (x, y) = 0 implizit
eine Funktion g+ : [−R,R] → [0, R] bzw. g− : [−R,R] → [−R, 0]. Sowohl g+ als auch
g− erfüllen die Bedingung einer Funktion, dass zu jedem Element aus dem Urbild genau
ein Bildelement existieren muss. Diese Bedingung verhindert auch, dass F (x, y) = 0 eine
Funktion g : [−R,R] → [−R,R] erklärt ( oder auch g : (−R,R) → (−R,R)). Es gibt also
keine explizite Funktionsdarstellung, welche als Graph den gesamten Kreis ergibt.
Im Falle des Kreises kann aus F (x, y) = 0 durch Umformungen die explizite Darstel-
lung g+ bzw. g− errechnet werden. Dies ist aber die Ausnahme, im Allgemeinen kann die
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explizite Darstellung aus der impliziten nicht ermittelt werden.

2. Eine explizite Funktionsdarstellung kann stets in eine implizite umgerechnet werden. Sei
y = f(x) die explizite Darstellung, dann ist F (x, y) = y − f(x) = 0 die implizite Darstel-
lung.

3. Die implizite Darstellung der beiden Äste einer Hyperbel lautet x2 − y2 − 1 = 0.

4. Die implizite Darstellung einer Ellipse x2

a2 − y2

b2 − 1 = 0.

5. Der Zustand eines idealen Gases bezüglich der Zustandsgrößen Druck p, Volumen V ,
Temperatur T und Stoffmenge n lautet pV = nRT . Dies definiert implizit eine Größe in
Abhängigkeit der anderen, eine explizite Darstellung der betreffenden Größe in Abhängig-
keit einer anderen kann leicht errechnet werden. Z.Bsp.: p = p(V ) = nRT

V .

6. Zurück zum Fallschirmspringer aus Beispiel 5.2.1. Aus dem Blickwinkel der Mathematik
kann für t ∈ R gewählt werden, also auch negative Zahlen für t. Die Funktion cosh(x)
besitzt als Wertebereich R+, dies entspricht dem Definitionsbereich der Logarithmus-
Funktion. Somit kann die Verkettung ln(cosh(x)) gebildet werden.
Aus Sicht der Anwendung ist t die Zeit, dann machen negative Werte für t keinen Sinn.

Beispiele: Wir setzen auf dem Vorwissen auf und besprechen in folgenden weitere Beispiele Ab-
bildungen über den reellen Zahlen.

1. Sei f : R → R und f(x) = 2x − 1. Die Funktion ist für D = W = R bijektiv. Durch
Äquivalenzumformungen findet man die Umkehrfunktion f−1(y) = y+1

2 .

2. Die Funktion f(x) = x2 ist für x ∈ R nicht injektiv. Es gibt deshalb keine Umkehrfunktion
f−1 : R → R. Wenn Sie allerdings den Definitionsbereich nur auf positive Zahlen x ∈ R+

einschränken, so ist f(x) = x2 auf diesem eingeschränkten Bereich auch injektiv. Wenn Sie
noch den Wertebereich von f auf R+ einschränken wird f bijektiv. Die Umkehrfunktion
f−1(x) : R+ → R+ kann somit gebildet werden und wird üblicherweise als Wurzelfunktion
bezeichnet. Man schreibt

√
x. Analog existiert die Umkehrfunktion von f(x) = x2 wenn Sie

für f den Definitionsbereich R+ und den Wertebereich R− definieren. Man schreibt −
√
x.

3. Sei f : (0,∞) → R mit f(x) = x2−1
2x ist bijektiv. Durch Äquivalenzumformungen (x > 0) ist

die Umkehrfunktion f−1(y) = y +
√
y2 + 1.

4. Die Betragsfunktion |x| ist definiert durch

|x| :

{
x, x ≥ 0

−x, x < 0
.

Die Funktion ist für D = W = R nicht injektiv und nicht surjektiv. Die Funktion ist für
D = R und W = R+ surjektiv, aber nicht injektiv. Die Funktion ist für D = R+ und
W = R+ bijektiv (analoges gilt, wenn man statt den positiven reellen Zahlen die negativen
verwendet).
Die Betragsfunktion hat folgende Eigenschaften. Für x, y ∈ R und c ≥ 0 gelten

(a) |x| = 0 ⇔ x = 0

(b) |x| ≥ 0,∀x ∈ R
(c) |x| = c =⇒ x = c oder x = −c

(d) |x| = |−x|
(e) |xy| = |x||y|
(f) |x+ y| ≤ |x|+ |y| (Dreiecksungleichung)
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(g) |x| ≤ c ⇔ −c ≤ x ≤ c

5. Gegen ist die Winkelfunktion sin(x) : D → W . Die Funktion ist auf D = R definiert.
Für D = W = R ist die Funktion nicht surjektiv, da beispielsweise die Zahl 2 ∈ R kein
Urbild besitzt. Die Funktion ist für D = W = R nicht injektiv, da sin(0) = sin(kπ), k ∈ Z.
Wählt man jedoch D = R und W = [+1,−1] so ist die Sinus-Funktion surjektiv (aber nicht
injektiv). Wählt man die Einschränkung D = [0, 2π) und W = [+1,−1], so ist die Funktion
bijektiv (für D = [0, 2π] gilt dies nicht!). Die Umkehrfunktion des Sinus ist die Arcussinus-
Funktion arcsin(x) : [+1,−1] → [0, 2π). Die Verkettung der beiden Funktionen ergibt das
Argument selbst, dh. sin(arcsin(x)) = arcsin(sin(x)) = x.

6. Die Logarithmus-Funktion ln(x) : R+ → R ist erklärt als Umkehrfunktion der Exponen-
tialfunktion ex : R → R+. Die Verkettung ln(sin(x)) für x ∈ [0, 2π] kann nicht gebildet
werden, da die Sinusfunktion auf x ∈ [0, 2π] negative Werte annimmt und die Logarith-
musfunktion aber für negative Argumente nicht definiert ist. Ein weiteres Problem ist, dass
sin(0) = sin(2π) = 0, aber ln(0) ist nicht erlaubt!. Auf dem Intervall x ∈ (0, π) kann die
Verkettung ln(sin(x)) jedoch gebildet werden.

5.4 Weitere Eigenschaften reeller Funktionen

Definition 5.4.1 (Beschränktheit). Eine Funktion f : I → R heißt nach unten be-
schränkt, wenn es eine Konstante u ∈ R gibt, so dass u ≤ f(x),∀x ∈ I gilt. Die Zahl
u nennt man eine untere Schranke von f auf I.
Eine Funktion f : I → R heißt nach oben beschränkt, wenn es eine Konstante o ∈ R gibt,
so dass f(x) ≤ o,∀x ∈ I gilt. Die Zahl o nennt man eine obere Schranke von f auf I.
Eine Funktion heißt beschränkt, wenn sie nach oben und unten beschränkt ist. Eine Funktion
heißt unbeschränkt, wenn sie nicht beschränkt ist.

Ist eine Funktion nicht beschränkt, dass ist sie nicht nach oben oder nicht nach unten beschränkt.

Definition 5.4.2 (Monotonie). Eine Funktion f : I → R heißt monoton steigend auf I,
wenn für zwei beliebige Zahlen x1, x2 ∈ I mit x1 < x2 stets f(x1) ≤ f(x2) folgt. Gilt jedoch
f(x1) < f(x2), so nennt man die Funktion streng monoton steigend auf I.
Eine Funktion f : I → R heißt monoton fallend auf I, wenn für beliebige Zahlen x1, x2 ∈ I
mit x1 < x2 stets f(x1) ≥ f(x2) folgt. Gilt jedoch f(x1) > f(x2), so nennt man die Funktion
streng monoton fallend auf I. Statt streng wird in der Literatur auch das Wort echt
verwendet.

Beispiel 5.4.1. Beispiele monotoner Funktionen und der Zusammenhang zur Differentialrech-
nung siehe Wikipedia.

Man beachte, dass in Definition 5.4.2 des Begriffs Monotonie immer zwei Punkte verwendet
werden. Nach dieser Definition ist f(x) = x3 auf ganz R streng monoton steigend, da für je
zwei Punkte x1 < x2 ∈ R stets x3

1 < x3
2 folgt.

Wir greifen nun etwas vor: Das Kriterium der Monotonie über die Differentialrechnung (siehe
7.4) verwendet jedoch nur die Ableitung in genau einem Punkt! Nach Satz 7.4.1 ist f(x) = x3

auf R nicht streng monoton steigend, da f ′(0) = 0! Nach Definition 5.4.2 jedoch schon! Wo
liegt der Unterschied? Defintion 5.4.2 ist allgemein gültiger. Satz 7.4.1 liefert ein Kriterium mit
welchem man entscheiden kann, ob eine gegebene Funktion streng monoton steigend ist. Das
bedeutet aber nicht, dass es streng monotone Funktionen gibt, welche das Kriterium der Ablei-
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tung in Satz 7.4.1 nicht erfüllen! Das Kriterium der Monotonie über die Differentialrechnung
ist zwar einfach anzuwenden liefert aber leider nicht alle montonen Funktionen.

Definition 5.4.3 (Restriktion, Einschränkung). Sei f : D → W eine Funktion und T ⊂ D.
Die Funktion fT : T → W wird die Einschränkung von f auf T genannt.

Beispiel 5.4.2. Die Funktion

f :

{
R\{1} → R
x → f(x) = 1

1−x

ist unbeschränkt. Die Einschränkung der Funktion f auf das Definitionsgebiet J = [−5,−2[ ist
beschränkt.

Definition 5.4.4 (Verkettung von Funktionen). Aus zwei Funktionen f : If → Wf und
g : Ig → Wg für welche f(If ) ⊆ Ig gilt, kann eine neue Funktion h = g ◦ f : If → Wg

gebildet werden. Diese ist durch h(x) := g(f(x)) erklärt. Die Funktion f(x) wird auch als
innere Funktion und g(x) als äußere Funktion benannt.

Beispiel 5.4.3. Die Funktion w(x) = exp(sin(x)), definiert auf ganz R ist die Verkettung der
Funktionen f = sin(x) und g(x) = exp(x), also

w(x) = (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = exp(sin(x)).

Beispiel 5.4.4. Die Verkettung g◦f der Funktionen g(x) = 1
1−x mit Dg =]1,∞[ und Wg = R−

und f(x) =
√
x mit Df = R+ bzw. Wf = R+ ist die Funktion

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) =
1

1−
√
x
.

Die Verkettung

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) =

√
1

1− x

kann nicht gebildet werden (warum?).

Beispiel 5.4.5. Verkettungen können nicht beliebig gebildet werden. Der Wertebereich der
inneren Funktion muss eine Teilmenge des Definitionsbereichs der äußeren Funktion sein!

1. f(x) = sin(x), g(x) = ex. f(g(x)) = sin(ex), g(f(x)) = esin(x)

2. f(x) = x2 − 1, g(x) =
√
x. Für Df = [1,∞] ist Wf = [0,∞] kann g(f(x)) =

√
x2 − 1

gebildet werden, für Df = [−1, 1] aber nicht, da der Wertebereich von f dann Wf = [−1, 0]
ergibt und negative Zahlen nicht im Definitionsbereich von g(x) liegen.

3. Die Umkehrfunktion zu sin(x) ist die Funktion arcsin(x) : [−1, 1] → R, siehe Umkehr-
funktionen von sin, cos.
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Definition 5.4.5 (Symmetrie-gerade). Eine Funktion f : I → R nennt man gerade oder
achsensymmetrisch, wenn

f(x) = f(−x), ∀x ∈ I.

Definition 5.4.6 (Symmetrie-ungerade). Eine Funktion f : I → R nennt man ungerade
oder punktsymmetrisch bezüglich x0, wenn

f(x) = −f(−x), ∀x ∈ I.

Definition 5.4.7 (achsensymmetrisch - beliebige vertikale Achse). Sei f : I → R und eine
vertikale Achse bei x = x0 gegeben.. Man nennt achsensymmetrisch bezüglich x0, wenn

f(x0 − x) = f(x0 + x), ∀x ∈ I.

Definition 5.4.8 (punktsymmetrisch - beliebiger Punkt). Sei f : I → R, P = (x0, y0) und
y0 = f(x0). Man nennt punktsymmetrisch bezüglich P , wenn

f(x0 − x)− y0 = −f(x0 + x) + y0, ∀x ∈ I.

Beispiel 5.4.6. Beispiele symmetrischer bzw. unsymmetrischer Funktionen:

1. f(x) = xn mit n ∈ Ng ist bezüglich x = 0 gerade, für n ∈ Nu ungerade.

2. sin(x) ist bezüglich x0 = kπ, k ∈ Z ungerade, bezüglich x0 = ±k π
2 , k ∈ N ungerade.

3. f(x) = ex erfüllt keine Symmetriebedingung.

Definition 5.4.9 (Periodische Funktion). Eine Funktion f : I → R nennt man periodisch,
wenn es eine Zahl T > 0 gibt, so dass f(x + T ) = f(x), ∀x ∈ I. Die Zahl T wird Periode
von f genannt.

Definition 5.4.10 (Konvexität). Eine Funktion f : I → R wird konvex genannt, wenn für
alle x, y ∈ I der Graph der Funktion stets unterhalb der Sekante ist, also die Ungleichung

f(tx+ (1− t) y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y), ∀x, y ∈ I, t ∈ [0, 1]

erfüllt. Gilt in der Ungleichung das echte Ungleichheitszeichen, so wird die Funktion streng
konvex genannt.
Bei einer konvexen Funktion liegt der Funktionsgraph stets unterhalb der Sekante.

Definition 5.4.11 (Konkavität). Eine Funktion f : I → R wird konkav genannt, wenn für
alle x, y ∈ I der Graph der Funktion stets oberhalb der Sekante ist, also die Ungleichung

f(tx+ (1− t) y) ≥ tf(x) + (1− t)f(y), ∀x, y ∈ I, t ∈ [0, 1]

erfüllt. Gilt in der Ungleichung das echte Ungleichheitszeichen, so wird die Funktion streng
konkav genannt.
Bei einer konkaven Funktion liegt der Funktionsgraph stets oberhalb der Sekante.
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Beispiel 5.4.7. Statt konvex sagt man auch linksgekrümmt, statt konkav auch rechtsgekrümmt.

1. Die Exponentialfunktion ist streng konvex (oder streng linksgerkrümmt) auf ganz R.

2. Die Wurzelfunktion auf auf [0,∞) streng konkav.

3. Die Funktion f(x) = x3 ist auf (−∞, 0) streng konkav und auf (0,∞) streng konvex.

5.5 Transformation von Funktionen

Betrachten Sie eine reelle Funktion f : I → J , siehe auch Kapitel 4.1 in [4].

Translation

Dies ist eine Verschiebung von f entlang x-Achse, also horizontal. Die Funktion g : I → R, definiert
durch g(x) = f(x − x0) ist die Funktion f , nur um x0 > 0 nach rechts verschoben (bzw. links,
wenn x0 < 0.)

Verschiebung entlang y-Achse (vertikal)

Die Funktion h : I → R, definiert durch h(x) = f(x) + c ist eine Vertikalverschiebung nach oben,
falls c > 0 und nach unten, falls c < 0.

Streckung/Stauchung - horizontal

Die Funktion h : I → R, definiert durch h(x) = f(cx) ist eine

• Stauchung um 1
c , falls c > 1

• Streckung um 1
c , falls 0 < c < 1

• Spiegelung an der vertikalen Achse, falls c = −1.

Beispiel 5.5.1. Eine Sinus-Schwingung mit allgemeiner Frequenz f und Periode T = 1/f ist
gegeben durch die Winkelfunktionen

sin(ωt) = sin(2πft) = sin(
2π

T
t),

analog für die Funktion cos. Die Funktion sin(t) besitzt Periode 2π.

Streckung/Stauchung - vertikal

Die Funktion h : I → R, definiert durch h(x) = cf(x) ist eine

• Streckung um c, falls c > 1

• Stauchung um c, falls 0 < c < 1

• Spiegelung an der horizontalen Achse, falls c = −1.
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Rechenregeln

Funktionen können auch mittels Grundrechenarten miteinander verknüpft werden: Es gelten fol-
gende Rechenregeln: Sind f, g zwei Funktionen auf demselben Definitionsbereich I, dann können
wie folgt neue Funktionen auf I gebildet werden:

• (f ± g)(x) := f(x)± g(x), insbesondere gilt dann (αf) (x) := αf(x) für α ∈ R.

• (fg) (x) := f(x) ∗ g(x). Damit folgt unmittelbar (fn) (x) = f(x)n.

•
(

f
g

)
(x) := f(x)

g(x) , falls g(x) ̸= 0,∀x ∈ I.

Verkettung

Diese wurde bereits behandelt, siehe Definition 5.4.4. Vorsicht: Die Verkettung ist nicht kommu-
tativ!

5.6 Spezielle Funktionen bzw. Funktionsklassen

Wie wir in Kapitel 7 sehen werden, gibt es für differenzierbare Funktionen ein einfacheres Kriterium
um die Konvexität bzw. Konkavität entscheiden zu können.

Linear-affine Funktionen

Eine Zusammenfassung finden Sie hier: Lineare Funktionen - Wikipedia
Darstellung einer linear-affinen Funktion über Nulldurchgang t und Steigung m:

y = mx+ t.

Darstellung einer linear-affinen Funktion über Durchgangspunkt (x0, y0) und Steigung m:

y = m(x− x0) + y0.

Potenzfunktionen

Eine Zusammenfassung finden Sie hier: Potenzfunktionen - Wikipedia
Aus [4]:

Beispiel 5.6.1. In guter Näherung geht man davon aus, dass sich das Volumen eines Körpers
bei Erwärmung linear mit einem materialabhängigen Ausdehnungskoeffizienten γ ändert. Wenn
ein Würfel mit Volumen V0 um eine Temperaturdifferenz ∆t erwärmt wird, so ist die Änderung
des Volumens gegeben durch

V (∆t) = V0 + γV0∆t.

Betrachten wir nun die Ausdehnung der Kanten des Würfels. Auch diese lässt sich als Funktion
der Temperaturdifferenz schreiben. Wir definieren a : R → R mit a(∆t) = 3

√
V (∆t) als die

Kantenlänge des Würfels bei Erwärmung um ∆t. Dabei nehmen wir an, dass der Würfel bei
Erwärmung auch ein Würfel bleibt. Die Änderung der Kantenlänge des Würfels ist somit als
Funktion durch die dritte Wurzel beschrieben. Es gilt

a(∆t) = 3
√
V0 + γV0∆t.

Die Größen V0, also das Anfangsvolumen, und den räumlichen Ausdehnungskoeffizient γ würde
man in diesem Fall Parameter dieser Funktion nennen, die je nach Material und Menge anzu-
passen sind.
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Polynome

Polynome sind eine wichtige Klasse von Funktionen und wurden bereits in Definition 4.4.2 kurz
erwähnt. Wir verweisen auf die Ausführungen in Kapitel 4.2 in [4]. Eine Auflistung der Eigen-
schaften finden Sie auch hier: Polynome auf Wikipedia

Sie sollten wissen

• Aufbau eine Polynoms

• Nullstellen von Polynomen (gerade, ungerade Polynome)

• In C besitzt ein Polynom n-ten Grades genau n-Nullstellen, in R nicht.

• Polynomdivision

• Faktorisierung von Polynomen

In der Numerischen Mathematik ist die Auswertung von Polynomen an einer Stelle x bevorzugt
mit dem sogenannte Horner-Schema zu realisieren, siehe hier.

Rationale Funktionen

Eine Zusammenfassung finden Sie hier: Rationale Funktionen - Wikipedia

Sie sollten wissen

• Definition

• Nullstellen des Nenners, Definitionslücken

• Partialbruchzerlegung

Exponentialfunktion und Logarithmus

Suche eine Funktion f : R → R mit folgenden Eigenschaften:

f(x · y) = f(x) · f(y)
f(0) = 1.

Es lässt sich zeigen, dass es genau eine Funktion dieser Art existiert. f nennt man Exponential-
funktion. Sie kann auch über Folgen bzw. Reihen definiert werden:

exp(x) :=

∞∑
k=0

xk

k!

exp(x) := lim
k→∞

(
1 +

x

k

) 1
k

Siehe auch Kapitel 9, Kapitel 4.3 in [4] und Exponentialfunktion. Die Umkehrfunktion ist der
natürliche Logarithmus, siehe Logarithmus.

Winkelfunktionen

Die Definition dieser Funktionen führt über Potenzreihen, siehe Beispiel 4.4.2. Dazu benötigen wir
den Satz von Taylor und Potenzreihen, siehe Kapitel 9.

Sie auch Kapitel 4.4 in [4] oder Trigonometrische Funktionen - Wikipedia

Hinweis: Merken Sie sich die Werte von sin und cos für 0◦, 30◦, 45◦, 60◦, 90◦. Dafür müssen Sie sich

nur die Zahlen 1
2 ,

√
2
2 ,

√
3
2 merken und eine Skizze. Siehe Vorlesung.
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Hyperbelfunktionen

Die Definition dieser Funktionen führt über Potenzreihen, siehe Beispiel 4.4.2. Dazu benötigen wir
den Satz von Taylor und Potenzreihen, siehe Kapitel 9.

Siehe auch Hyperbelfunktionen - Wikipedia.
Hyperbelfunktionen treten an unterschiedlichen Stellen auf:

• cosh wird im Seilbahnbau benötigt, Stichwort Kettenlinie

• In der KI ist tanh eine Aktivierungsfunktion bei Neuronalen Netzen.

Die Hyperbelfunktionen hängen direkt mit der Exponentialfunktion (und damit mit dem Loga-
rithmus) zusammen

sinh(x) =
ex − e−x

2
, cosh(x) =

ex + e−x

2
.

Ein direkter Beweis lässt sich leicht mittels Potenzreihen angeben.
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Kapitel 6

Funktionsgrenzwerte und
Stetigkeit

6.1 Funktionsgrenzwerte

In diesem Kapitel wenden wir die Theorie der Folgen auf Funktionen an. Dazu nehmen wir eine
Folge aus dem Definitionsbereich einer Funktion. Auf jedes Folgenglied wenden wir die Funktion
an und erhalten eine Folge von Funktionswerten. Wir werden untersuchen, wie sich diese Folge
der Funktionswerte verhält. Diese Überlegungen bilden des Weiteren die Basis für die Definition
der Differentialrechnung (Stichwort Momentangeschwindigkeit).

1. Nehmen Sie f(x) = x2. Betrachten Sie die beiden Definitionsbereiche D1 = [a, b] und D2 =
(a, b]). Wodurch unterschiedet sich f auf D1 bzw. D2. Welchen Wert besitzt f(a)? Wenn Sie
in D2 immer näher an a laufen, was passiert mit den entsprechenden Funktionswerten?

2. Wir betrachten die Funktion f :

{
(−1, 0] → R
x → x2

, und die Folge xn = −1 + 1
n . Es gilt

lim
n→∞

xn = −1. Der Grenzwert der Folge (xn) liegt nicht im Definitionsgebiet (−1, 0] der

Funktion. Es liegen aber alle Folgenglieder im Definitionsgebiet, also xn ∈ (−1, 0],∀n ∈ N.
Nun bildet man die Folge der Funktionswerte (yn) = (f(xn)) = (−1 + 1

n )
2. Eine einfache

Rechnung zeigt, dass lim
n→∞

yn = 1. Die Funktionswerte nähern sich also immer mehr 1 an.

Der Grenzwert selbst ist aber kein Funktionswert, da 1 /∈ (−1, 0]!

3. Die Situation ändert sich, wenn man statt dem halboffenen Intervall (−1, 0] das abgeschlos-
sene Intervall [−1, 0] betrachtet. Unterschied ist, dass nun der Grenzwert 1 selbst ein Funk-
tionswert ist lim

n→∞
f(xn) = f(1) = 1.

4. Betrachten Sie f(x) = sin(x)
x auf dem Intervall (0,∞). Die Funktion ist aufgrund des Quoti-

enten in x = 0 nicht definiert und deswegen ist 0 aus dem Definitionsbereich ausgeschlossen.
Wir stellen uns die Frage nach dem Verhalten der Funktionswerte, wenn man sich gegen
beliebig nahe gegen 0 bewegt. Wir nehmen eine (beliebige) Nullfolge (xn) und untersuchen

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

sin(xn)
xn

. Wie wir später noch sehen werden (siehe 6.2.2) gilt für jede Null-

folge, dass lim
n→∞

sin(xn)
xn

= 1 gilt. Damit kann man das Definitionsintervall um den Punkt 0

auf ganz R erweitern, wenn man f(0) := 1 definiert.

5. Diese Vorgehensweise funktioniert nicht für die Funktion f(x) = 1
x auf dem Intervall (0,∞).

Für jede (positive) Nullfolge gilt nämlich, dass lim f(xn) = ∞.
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Wir formalisieren nun die Überlegungen wie sich eine Funktion verhält, wenn man sich dem Punkt
beliebig nähert (der Funktionswert an dieser Stelle ist zunächst nicht von Interesse!). Wir unter-
suchen also, wie sich f(x) verhält, wenn man sich mit x an eine Stelle x ̸= x0 nähert.

Definition 6.1.1 (Funktionsgrenzwerte). Gegeben ist die Funktion f : I → R und ein Punkt
x0 ∈ R ∪ {−∞,∞}. Für die folgende Definition ist es irrelevant, ob x0 ∈ I gilt.
Die Funktion f besitzt in x0 den rechtsseitigen Grenzwert c, in Zeichen lim

x→x0+
f(x) = c,

wenn für jede Zahlenfolge (xn) mit xn > x0,∀n ∈ N und lim
n→∞

xn = x0 die Zahlenfolge (f(xn))

gegen c strebt.
Die Funktion f besitzt in x0 den linksseitigen Grenzwert c, in Zeichen lim

x→x0−
f(x) = c,

wenn für jede Zahlenfolge (xn) mit xn < x0,∀n ∈ N und lim
n→∞

xn = x0 die Zahlenfolge (f(xn))

gegen c strebt.
Die Funktion f besitzt in x0 den Grenzwert c, in Zeichen lim

x→x0

f(x) = c, wenn lim
x→x0−

f(x) =

lim
x→x0+

f(x) = c.

Diese Definition gilt auch für x0, c ∈ {−∞,∞}!

Statt lim
x→x0

f(x) = c schreibt man auch abkürzend f(x) → c für x → x0.

Die Schreibweise lim
x→x0

f(x) = c bedeutet also, dass sich f(x) dem Wert c (beliebig) nähert, wenn

nur x gegen x0 strebt. Kurz gesprochen: f(x) strebt gegen c, wenn x gegen x0 konvergiert.

Diese Definition hat zwei wesentliche Nachteile: Erstens, muss man alle Folgen (xn) betrachten,
welche gegen x0 konvergieren. Zweitens ist in der Definition die Kenntnis von c explizit notwendig.
Beides ist im Allgemeinen nicht möglich. Deshalb gibt es eine alternative Definition des Funkti-
onsgrenzwertes, mit welchem man sich von den Folgen entkoppelt:

Definition 6.1.2. Die Funktion f : I → R besitzt in x0 ∈ R ∪ {−∞,∞} den Grenzwert c,
wenn

∀ϵ > 0 : ∃δ = δ(ϵ) > 0 : |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− c| < ϵ

Die Zahl c tritt noch explizit auf, aber man hat ein (unhandliches) Kriterium, mit welchem man
einen Funktionsgrenzwert überprüfen kann.

Beispiel 6.1.1. Es gibt Funktionen, für welche kein Funktionsgrenzwert an einer Stelle x0

existiert: Die Funktion f(x) = sin( 1x ) besitzt in x0 = 0 keinen Grenzwert, da die Folge der
Funktionswerte unbestimmt divergiert.

6.2 Verfahren zur Grenzwertberechnung

Satz 6.2.1 (Grenzwertarithmetik). Sei x0 ∈ R∪{−∞,∞} und c, d ∈ R (also endlich!). Gilt
lim

x→x0

f(x) = c, lim
x→x0

g(x) = d, so folgt

1. lim
x→x0

(f(x)± g(x)) = lim
x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x) = c± d

2. lim
x→x0

(f(x)g(x)) = lim
x→x0

f(x) lim
x→x0

g(x) = cd
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3. lim
x→x0

(
f(x)
g(x)

)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x) = c
d , d ̸= 0

Satz 6.2.2 (Vergleichskriterium). Gegeben sind drei Funktionen g(x), f(x), h(x), welche für
alle x in einer hinreichend großen Umgebung von x0 die Ungleichung g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)
erfüllen. Konvergieren g(x) und h(x) gegen denselben Grenzwert c für x gegen x0, so gilt dies
auch für f(x). Die Aussage gilt auch für x0 ∈ {−∞,∞}.

Mit folgenden Verfahren zur Grenzwertbestimmung kommt man meistens (für unsere Zwecke) zum
Ziel:

• Man kann versuchen die Funktionsterme umzuformen um auf bekannte Grenzwerte zu kom-
men. Zum Beispiel:

lim
x→−2

x2 − 4

x+ 2
= lim

x→−2
(x− 2) = −4.

lim
x→0

√
x+ 1− 1

x
= lim

x→0

(
√
x+ 1− 1)(

√
x+ 1 + 1)

x(
√
x+ 1 + 1)

= lim
x→0

1

(
√
x+ 1 + 1)

=
1

2
.

Insbesonere sind diese beiden Grenzwerte vor den Umformungen unbestimmt!

• Rechenregeln anwenden. Zum Beispiel:

– Sei g(x) = x2 +x− 4. Dann gilt durch Anwendung von Satz 6.2.1, dass lim
x→1

g(x) = −2.

– Da f(x) = cos(x) → 1 für x → 0 folgt

lim
x→1

f(x)

g(x)
=

1

−2
= −0.5.

– Erweitern den Bruchs mit der höchsten Potenz von x ist ein wichtiges Mittel zur Grenz-
wertbestimmung:

lim
x→∞

4x5 − 3x2 + x− 1

x6 + 2x3 − 1
= lim

x→∞

4x−1 − 3x−4 + x−5 − x−6

1 + 2x−3 − x−6
=

0

1
= 0.

–

lim
x→1

x5 − 3x2 + x− 1

x3 + 2x− 1
=

lim
x→1

(x5 − 3x2 + x− 1)

lim
x→1

(x3 + 2x− 1)
= −1

• Vergleichskriterium (Satz 6.2.2) anwenden. Am Einheitskreis lässt sich ablesen, dass

sin(x) cos(x) ≤ x ≤ tan(x).

Damit folgt

cos(x) ≤ sin(x)

x
≤ 1

cos(x)

und finalerweise mittels Anwendung von 6.2.2

lim
x→0

sin(x)

x
= 1.

Man beachte, dass lim
x→0

sin(x)
x = 0

0 auf einen unbestimmten Grenzwert führt.

• Monotoniekriterium (Satz 3.4.1) anwenden. Siehe Beispiele zum Satz.

• Regel von L’Hospital anwenden, siehe Kapitel 7.6.

• Reihendarstellungen ausnutzen.
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6.3 Stetigkeit

Definition 6.3.1. Gegeben ist ein Intervall I ⊂ R. Eine Funktion f : I → R nennt man
in x0 ∈ I stetig, wenn aus x → x0 folgt, dass die Folge der Funktionswerte gegen den
Funktionswert f(x0) streben, also

f ist stetig in x0 ∈ I ⇔ lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Ist die Funktion für alle Punkte x0 ∈ I stetig, so nennt man die Funktion f auf ganz I stetig.
Die Menge aller auf einem Intervall I stetigen Funktionen wird mit C(I) bezeichnet.

Die Definition der Stetigkeit zeigt, dass diese eine Eigenschaft von f in einem einzelnen Punkt
darstellt. Man sagt dazu, dass die Stetigkeit einer Funktion f eine lokale Eigenschaft von f in x0

ist. Wie sieht eine nicht-stetige Funktion aus? Man klassifiziert folgende Unstetigkeitsstellen:

• Polstelle: Dies ist eine sogenannte Unstetigkeit 1. Art. Im Punkt x0 besitzt die Funktion f(x)
eine Polstelle, wenn links- oder rechtsseitiger Grenzwert von f an x0 bestimmt divergieren
(oder beide). Beispiel: Die Funktion f(x) = 1

x besitzt in x0 = 0 eine Polstelle, lim
x→0+

f(x) =

+∞, lim
x→0−

f(x) = −∞.

• Sprungstelle: Diese fällt ebenfalls unter die Kategorie Unstetigkeit 1. Art. Im Punkt x0 besitzt
f(x) eine Sprungstelle, wenn links- und rechtsseitiger Grenzwert zwar existieren, aber nicht
übereinstimmen. Es gilt lim

x→x0+
f(x) ̸= lim

x→x0−
f(x). Die Entier-Funktion f(x) = [x] besitzt

in allen Punkten x ∈ Z Sprungstellen.

• Hebbare Unstetigkeit (auch stetige Fortsetzung von f genannt): Dies ist ebenfalls eine Un-
stetigkeit 1. Art. Diese liegt vor, wenn nun links- und rechtsseitiger Grenzwert existieren
UND übereinstimmen, der Grenzwert aber nicht dem Funktionswert von f an x0 entspricht
(dieser muss zunächst gar nicht existieren!). Es gilt also lim

x→x0+
f(x) = lim

x→x0−
f(x) = c, aber

entweder ist c ̸= f(x0) oder f(x0) existiert nicht. Dann kann aber die Definition der Funktion

f um den Punkt x0, f(x0) := c erweitert werden! Beispiel: f(x) = sin(x)
x bei x0 = 0. Es gilt

lim
x→x0+

f(x) = lim
x→x0−

f(x) = 1. Damit kann man die Funktion f(x) erweitern:

f̃ :

{
sin(x)

x , x ̸= 0

1, x = 0

Die Funktion f̃ ist nun auf ganz R stetig.

• Unstetigkeit 2. Art: Diese liegt vor, wenn links- oder rechtsseitiger Grenzwert von f an x0

nicht existieren. Beispiel: Der Grenzwert lim
x→0+

sin
(
1
x

)
existiert nicht!

Satz 6.3.1. Rechenregeln für stetige Funktionen:

• Sind f und g auf einem Intervall I ⊆ R stetig, so auch f + g, αf und fg, α ∈ R.

• Sind f und g auf einem Intervall I ⊆ R stetig, so auch f
g in allen Punkten x ∈ I mit

g(x) ̸= 0.

• Ist f : I → R und g : D → R stetig und gilt g(D) ⊆ I, so ist auch die Verkettung
h : D → R, h(x)f(g(x)) stetig auf D.

Damit lassen sich nun stetige Funktionen zusammensetzen:
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• Jedes Polynom p(x) = anx
n + · · · + a2x

2 + a1x + a0 ist auf ganz R stetig, da jede Potenz
gi(x) = xi, i ∈ N stetig ist. Damit auch die Summen der Vielfachen von gi(x), i = 1, . . . , n.

• Jede rationale Funktion q(x) = z(x)
n(x) ist in allen Punkten x ∈ R mit n(x) ̸= 0 stetig.

• Funktionen wie sin(x), cos(x), exp(x), ln(x), . . . sind über Potenzreihen erklärt. Für die Frage
wann Grenzfunktionen von Potenzreihen selbst stetig sind, verweisen wir auf weiterführende
Literatur [3] gegebene Funktionen sind auf deren Definitionsbereichen stetig.

6.4 Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 6.4.1. Grundlegende Eigenschaften stetiger Funktionen auf abgeschlossenen Interval-
len:

• Eine stetige Funktion f : I → R ist auf einem abgeschlossenen Intervall I beschränkt,
dh. es gibt eine Zahl K > 0 so, dass |f(x)| ≤ K,∀x ∈ I. Auf einem offenen Intervall
kann eine stetige Funktion sehr wohl unbeschränkt sein.

• Eine stetige Funktion f : I → R besitzt in I ein Minimum und Maximum. Dh. es gibt
a, b ∈ I so, dass f(a) ≤ f(x) ≤ f(b),∀x ∈ I.

• Eine stetige Funktion nimmt jeden Zahlenwert zwischen ihrem Minimum und Maximum
an.

• Ist f : [a, b] → R mit f(a) · f(b) < 0 stetig auf [a, b], so existiert mindestens eine
Nullstelle von f in (a, b). Es gilt also ∃x0 ∈ (a, b) : f(x0) = 0.

• Jedes Polynom ungeraden Grades besitzt mindestens eine reelle Nullstelle.

• Satz über gleichmäßige Stetigkeit: Eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen In-
tervall besitzt eine noch etwas stärkere Eigenschaft als die Stetigkeit: Der Abstand zweier
Funktionswerte ist kleiner als eine beliebig vorgegebene Zahl, sofern nur die Argumente
nahe genug zusammen liegen. Im Detail:

∀ϵ > 0 : ∃δ = δ(ϵ) > 0 so, dass wenn |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ϵ,∀x, y ∈ I.

Die Quadratfunktion ist beispielsweise stetig auf R aber nicht gleichmäßig stetig. Aller-
dings ist die Quadratfunktion auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von R gleichmäßig
stetig.

Der mathematische Beweis dieser Aussagen sind nicht einfach. Diese basieren auf dem Vollständig-
keitsaxiom und nicht aufgeführte Eigenschaften reeller Zahlen (Dedekind’sche Schnitte, Intervall-
schachtelung).

Eine stetige Funktion muss nicht beschränkt sein! Die Funktion f(x) = 1
x ist zwar auf (0,∞)

stetig, aber unbeschränkt!

Insbesondere schlägt die gleichmäßige Stetigkeit in gewisser Weise die Brücke zur Differentialrech-

nung. Gilt für eine gleichmäßig stetige Funktion auch, dass der Quotient f(x)−f(y)
x−y für beliebige

Paare x, y ∈ I beschränkt bleibt? Anschaulich ist dies die Frage, ob sich eine Funktion nur be-
schränkt schnell ändern kann. Haben alle Sekanten eine beschränkte Steigung? Was passiert für
x → y?
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Kapitel 7

Differentialrechnung

7.1 Motivation

Wie lässt sich eine Bewegung eines Objekts zu einem einzelnen Zeitpunkt beschreiben? Eine Be-
wegung kann nur identifiziert werden, wenn man die Position des Objekts zu zwei verschiedenen
Zeitpunkten bestimmt. Ist diese Position unterschiedlich, dann bewegt sich das Objekt (was ist
wenn sich die Position nicht ändert?). In der Kinematik verwendet man für die Beschreibung
einer Bewegung drei zeitabhängige Größen: Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung. Was ist
aber nun eine Geschwindigkeit eines Objekts zu einen Zeitpunkt? Die Differentialrechnung bietet
hierfür einen abstrakten Rahmen.

Eine Motivation aus der Mathematik heraus ergibt sich durch das sogenannten Tangentenproblem:
Finde an eine gegebene Kurve jene Gerade, welche die Kurve an genau einem Punkt berührt.
Welche Eigenschaften muss die Kurve besitzen, so dass diese Frage positiv beantwortet werden
kann? Welche Steigung besitzt die Tangente?

7.2 Definition der Ableitung

Definition 7.2.1. Sei f : I → R gegeben und x0 ∈ I. Der Ausdruck

f(x)− f(x0)

x− x0
=

f(x0 + h)− f(x0)

h

nennt man den Differentialquotienten von f in x0.

Beispiel 7.2.1. Ist der Ort eines (gleichförmig) bewegten Objekts zum Zeitpunkt t beschrieben
durch s(t), so ist der Differentialquotient

∆s

∆t
=

s(t1)− s(t0)

t1 − t0

nichts anderes als die durchschnittliche Geschwindigkeit mit welcher Sie den Streckenabschnitt
∆s zurückgelegt haben.

Die Definition 7.2.1 macht nur Sinn, wenn der Funktionswert f(x0) existiert und in x0 keine
Sprungstelle von f vorkommt! Anschaulich ist der Differentialquotient die Steigung der Sekante
zwischen den Punkten (x0, f(x0)) und (x, f(x)). Was passiert nun, wenn sich der Punkt x dem
Punkt x0 beliebig nähert? Dafür haben wir das Konzept der Folgen zur Verfügung. Wir müssen
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nur studieren, was die Folge der Differenzenquotienten macht, wenn sich x → x0 bewegt.
Sei in den folgenden Definitionen I eine offenes Intervall. Dann gilt:

Definition 7.2.2. Eine stetige Funktion f : I → R nennt man in x0 ∈ I differenzierbar,
wenn der Grenzwert

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

oder gleichbedeutend

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

existiert. Dieser Grenzwert wird nach Leibniz mit df(x)
dx |x=x0

bezeichnet. Als Kurzschreibweise
ist f ′(x0) erlaubt.
Den Übergang von f zu f ′ nennt man ableiten oder differenzieren, f ′(x0) nennt man auch
die Ableitung von f in x0.
Die Funktion f ist auf einem Intervall I differenzierbar, wenn f in jedem Punkt x ∈ I
differenzierbar ist.

Beispiel 7.2.2. Betrachten Sie folgende Beispiele:

1. Die Betragsfunktion f(x) = |x| ist im Punkt x = 0 stetig, aber nicht differenzierbar. Der
links- und rechtsseitige Grenzwert des Differenzenquotienten stimmt an der Stelle x = 0
nicht überein:

lim
x→0+

|x| − 0

x− 0
= +1 ̸= lim

x→0−

|x| − 0

x− 0
= −1.

2. Die Winkelfunktionen sin(x) und cos(x) sind in jedem Punkt x ∈ R differenzierbar. Man
sagt: Die Funktionen sind auf ganz R differenzierbar. Den Nachweis der Differenzierbar-
keit geht hier nur über die Potenzreihendarstellung, siehe auch [3].

3. Der Grenzwert

lim
∆t→0

∆s

∆t
= lim

t1→t0

s(t1)− s(t0)

t1 − t0

wird in der Physik als Momentangeschwindigkeit bezeichnet.

4. Die Funktion f(x) = sin( 1x ) ist in x = 0 nicht stetig, also auch nicht differenzierbar
(betrachte die Nullfolge xn = 1

nπ . Für x ̸= 0 kann die Ableitung durch Anwendung der
Linearitäts-, Ketten- und Produktregel berechnet werden.

5. Die Funktion f(x) = x sin( 1x ) ist in x = 0 stetig, aber nicht differenzierbar.

6. Die Funktion f(x) = x2 sin( 1x ) ist in x = 0 stetig und differenzierbar.

7. Ist f auf einem Intervall I differenzierbar, so fasst man die Ableitung f ′ von f selbst als
eine neue Funktion auf:

df(x)

dx
= f ′(x) : I → R, f ′(x) := lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Das Beispiel der Betragsfunktion zeigt auch, dass man Differenzieren sinnvollerweise nur auf offe-
nen Intervallen definiert, sonst hängt die Ableitung von dem Definitionsbereich ab!
Man könnte zum Beispiel auf dem Intervall (−∞, 0] die Ableitung von |x| als −1 definieren, inklu-
sive der Stelle x = 0 (einseitige Annäherung). Wenn man aber auf das Intervall [0,∞) wechselt,
ist −1 keine gute Definition mehr, man müsste besser +1 wählen. Also stellt man sicher, dass der
Punkt an welchem man die Ableitung überprüfen will stets von links und von rechts erreichbar ist
(über Folgen). Damit definiert man sinnvollerweise die Ableitung nur auf inneren Punkten (also
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nicht auf Randpunkten). In manchen Lehrbüchern wir die einseitige Ableitung an Randpunkten
zusätzlich definiert.

Satz 7.2.1. Aus der Definition 7.2.2 lassen sich folgende Ableitungen einfacher Funktionen
bestimmen:

• f(x) = c ∈ R ⇒ f ′(x) = 0

• f(x) = ax+ b ⇒ f ′(x) = a

• f(x) = xα ⇒ f ′(x) = αxα−1, α ∈ R, insbesondere f(x) =
√
x ⇒ f ′(x) = 1

2
√
x
.

Wichtig ist folgender Sachverhalt:

Satz 7.2.2. Ist eine Funktion f im Punkt x0 differenzierbar, ist sie dort auch stetig. Die
Umkehrung dieser Aussage gilt nicht. Stetigkeit ist also eine notwendige Bedingung für Diffe-
renzierbarkeit. Ist eine Funktion in einem Punkt nicht stetig, so ist sie in diesem Punkt auch
nicht differenzierbar.

Mit Hilfe folgender Rechenregeln kann man den Fundus differenzierbarer Funktionen erheblich
erweitern:

Satz 7.2.3 (Rechenregeln differenzierbarer Funktionen). Sind die Funktionen f, g in x ∈ I
differenzierbar, so folgt

• (f(x) + g(x))
′
= f ′(x) + g′(x)

• (αf(x))
′
= αf ′(x),∀α ∈ R

• (f(x)g(x))
′
= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) (Produktregel)

•
(

f(x)
g(x)

)′
= g(x)f ′(x)−g′(x)f(x)

g2(x) , falls g(x) ̸= 0 (Quotientenregel)

• Ist h(x) = f(g(x)), so ist h′(x) = f ′(g(x))g′(x) (Kettenregel).

Dabei bedeutet f ′(g(x)) = df(y)
dy |y=g(x).

Stetigkeit der Ableitung, Höhere Ableitungen

Nun kann man die Ableitung f ′(x) einer differenzierbaren Funktion f(x) auf einem Intervall I
selbst als Funktion auffassen und sich fragen, ob f ′(x) selbst stetig oder sogar differenzierbar ist.

Beispiel 7.2.3. Betrachten Sie folgende Beispiele:

1. f(x) = ex. Die Ableitung ist f ′(x) = ex. Die Exponentialfunktion ist auf ganz R diffe-
renzierbar. Die Ableitung ist also selbst wieder eine differenzierbare Funktion. Man nennt
f(x) stetig differenzierbar, da die Ableitung f ′(x) eine stetige Funktion ist.

2. f(x) = 1
x . Die Funktion f ist beispielsweise in jedem Intervall [ϵ,∞) mit ϵ > 0 stetig und

differenzierbar. Die Ableitung ist f ′(x) = − 1
x2 . Die Ableitung f ′(x) selbst ist wieder auf

[ϵ,∞) differenzierbar. Die Funktion f(x) = 1
x ist also auf [ϵ,∞) stetig differenzierbar.

3. f(x) =
√
x. Die Funktion ist auf [0,∞) stetig. Durch Anwendung der Definition der

Ableitung mittels Grenzwerten erkennt man, dass f(x) in x = 0 nicht differenzierbar ist.
Die Ableitung ist f ′(x) = 1

2
√
x
. Auf jedem Intervall weg von x = 0 ist die Ableitung stetig
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und auch differenzierbar. Die Funktion f ′(x) besitzt in x = 0 eine Polstelle, ist also dort
nicht stetig (und auch nicht differenzierbar).

Wie erkennt man ob eine Funktion f(x) in einem Punkt nicht differenzierbar ist? Man kann
natürlich die Definition über Differenzenquotienten verwenden, dieser liefert immer eine Aussage.
Man ist aber auch verleitet, einfach die Ableitung zu berechnen und diese auf Stetigkeit zu unter-
suchen. Findet man eine Unstetigkeit der Ableitung f ′, kann man dann auch Aussagen, dass f an
dieser Stelle auch nicht differenzierbar ist? Kurz gesagt, führt eine Unstetigkeit der Ableitung auf
die Aussage, dass f(x) im Unstetigkeitspunkt der Ableitung nicht differenzierbar ist?

Beispiel 7.2.4. Leider nein, wie folgendes Beispiel zeigt:

1. Sei f(x) =

{
x2 sin( 1x ), x ̸= 0

0, x = 0
. Die Anwendung der Definition 7.2.2 zeigt, dass die Funk-

tion f in x = 0 differenzierbar ist und f ′(0) = 0. Für x ̸= 0 liefert die Produkt- und Ket-
tenregel f ′(x) = 2x sin( 1x )−cos( 1x ). Die Ableitung f ′(x) ist aber in x = 0 nicht stetig! Man
nehme die Nullfolge xn = 1

nπ . Da f ′(xn) = −(−1)n folgt limn→∞ f ′(xn) ̸= f ′(0) = 0.
Die Ableitung f ′(x) in x = 0 eine Unstetigkeit 2. Art! Zusammengefasst bedeutet dies also,
dass aus der Unstetigkeit der Ableitung nicht pauschal auf die Nicht-Differenzierbarkeit
von f geschlossen werden kann!

Es gilt aber folgender Satz:

Satz 7.2.4. Besitzt f ′(x) in x0 eine Unstetigkeitsstelle 1. Art, so ist f in x0 nicht differen-
zierbar.

Besitzt f ′(x) in x0 eine Sprungstelle oder Polstelle, so ist f in x0 also nicht differenzierbar.

Definition 7.2.3. Eine Funktion f : I → R wird stetig differenzierbar genannt, wenn die
Ableitung f ′ : I → R eine auf I stetige Funktion darstellt.

Wenn nun f ′ selbst an einer Stelle wieder differenzierbar ist, so kann man f ′ selbst wieder ableiten
und erhält eine sogenannte zweite Ableitung oder Ableitung zweiter Ordnung. Wenn erlaubt, kann
man Ableitungen hintereinander ausführen und erhält sogenannte Ableitungen höherer Ordnung.

Definition 7.2.4. Leitet man eine Funktion k-fach ab, so spricht man von der Ableitung
k-ter Ordnung und schreibt dafür abkürzend

dkf(x)

dxk
, f (k)(x)

Beispiel 7.2.5. Betrachten Sie folgende Beispiele:

1. f(x) = sin(x). Die Ableitung f ′(x) = cos(x) ist selbst stetig und differenzierbar. Dies kann
beliebig oft wiederholt werden. Die Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Winkelfunktionen
folgt aus deren Potenzreihendarstellung.

Satz 7.2.5. Die sogenannte Leibniz-Regel erlaubt die Vereinfachung höhere Ableitungen von
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Produkten von Funktionen:

(f(x)g(x))
n
=

n∑
k=0

f (k)(x)g(n−k)(x), n = 0, 1, 2, . . .

Geometrische Interpretation der Ableitung: Steigung der Tangente

Die Ableitung einer Funktion im Punkt x0 ∈ I ist die Steigung der Tangente der Funktion f im
Punkt x0. Die Gleichung der Tangente an f im Punkt (x0, f(x0)) lautet

y(x) = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Vergleichen Sie dazu die Steigung der Sekante:

s(t) =
f(x)− f(x0)

x− x0
(t− x0) + f(x0), x0 ≤ t ≤ x.

Sekante und Tangente sind in Abbildung 7.1 dargestellt.

Abbildung 7.1: Sekante und Tangente der Funktion f(x) bei x = x0

Analytische Interpretation der Ableitung: Lineare Approximation

Die Gleichung der Tangente y(x) von f(x) im Punkt x0 lautet

y(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Der Funktionswert f(x) an der Stelle x teilt sich nun auf in die Summe f(x) = y(x)+ r(x), wobei
r(x) der Abstand zwischen der Tangente und der Funktion bei x ist. Schreibt man nun

f(x) = y(x) + r(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + r(x),

so kann man diesen Ausdruck umformen zu

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(x0) +

r(x)

x− x0
.

Beim Grenzübergang x → x0 folgt daraus, dass

lim
x→x0

r(x)

x− x0
= 0,

d.h. der Restterm r(x) geht schneller als x gegen 0. Damit muss r(x) aber nichtlinear in x sein.
Damit sind wir bei der analytischen Deutung der Ableitung: Mittels der Ableitung wird eine Funk-
tion additiv in einen linearen Anteil y(x) und einen nichtlinearen Anteil r(x) aufgespalten.
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Damit ist über die Ableitung die lineare Approximation der Funktion f gefiltert und der Rest r(x)
enthält sozusagen die Nichtlinearitäten von f :

f(x) ≈ f ′(x)(x− x0) + f(x0)︸ ︷︷ ︸
Linearer Anteil von f

+ r(x)︸︷︷︸
Nichlinearer Anteil von f

.

Beispiel 7.2.6. Betrachten Sie folgende Anwendungen der analytischen Interpretation:

1. Diese Anwendung der Differentialrechnung wird vor allem in der Mechanik häufig verwen-
det. Als Beispiel sei der Begriff der mechanischen Verzerrungen der linearen Elastizitäts-
theorie genannt. Die Verschiebung um dx ausgehend von einem Punkt x wird linearisiert
angenähert durch

u(x+ dx) ≈ u′(x)dx.

Der Linearitätsfaktor u′(x) wird üblicherweise als die Verzerrung bezeichnet. Siehe auch
Kapitel 9.5.

2. Die analytische Interpretation der Linearisierung wird häufig verwendet, um komplizier-
te Funktionen durch einfachere zu ersetzen. Betrachten Sie f(x) = sin(x). Die lineare
Approximation von sin(x) bei x0 = 0 lautet

sin(x) ≈ cos(0)(x− 0) + sin(0) = x.

Das bedeutet, dass für kleine Winkel x sich die Sinus-Funktion ungefähr wie die Funktion
x verhält! Das ist die sogenannte

”
Kleinwinkel-Näherung“der Sinus-Funktion.

3. Analog ist die Kleinwinkelnäherung der Cosinus-Funktion um x0 = 0

cos(x) ≈ − sin(0)(x− 0) + cos(0) = 1.

Dies führt zu einer alternative Definition der Ableitung:

Definition 7.2.5. Eine Funktion f : I → R nennt man in einem Punkt x0 ∈ I differenzier-
bar, wenn es eine Funktion g(x) : I → R gibt, so dass f dargestellt werden kann durch

f(x) = g(x)(x− x0) + f(x0) + r(x), ∀x ∈ I

mit einem Fehler r(x), welcher schneller als linear fällt:

lim
x→x0

r(x)

x− x0
= 0.

Physikalische Deutung

Sei s(t), t ≥ 0 eine Orts-Zeit Funktion eines Objekts bei geradliniger beschleunigter Bewegung.
Den im Zeitraum [t0, t] zurückgelegten Weg berechnet man über die Differenz s(t)−s(t0) (geradli-

nige Bewegung!). Dann ist der Differenzenquotient s(t)−s(t0)
t−t0

die Durchschnittsgeschwindigkeit im
Zeitraum t0 bis t. Der Grenzwert des Differenzenquotienten

v(t0) :=
ds(t)

dt
|t=t0 = lim

t→t0

s(t)− s(t0)

t− t0

ist die Momentangeschwindigkeit des Objekts zum Zeitpunkt t0.
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7.3 Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Satz 7.3.1. Zu einer auf [a, b] stetigen und auf (a, b) differenzierbaren Funktion

f : [a, b] → R gibt es eine Stelle ξ ∈ (a, b) so, dass f ′(ξ) = f(b)−f(a)
b−a .

Sei s(t) : [0, T ] → R die Ortsfunktion eines bewegten Objekts. Die Größe s(T )−s(0)
T ist die dabei

erreichte Durchschnittsgeschwindigkeit.
Ist nun s(t) differenzierbar (einfach gesprochen gibt es keine Unstetigkeit der Geschwindigkeit, wir
lassen Spezialfälle außen vor), dann sagt der Mittelwertsatz, dass zu mindestens einem Zeitpunkt
die Momentangeschwindigkeit der Durchschnittsgeschwindigkeit entspricht.
Fährt ein Fahrzeug stetig von a nach b mit variabler Geschwindigkeit, so gibt es mindestens einen
Zeitpunkt, in welcher die Momentangeschwindigkeit der Durchschnittsgeschwindigkeit entspricht.

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist sozusagen ein Sprungbrett zur Integralrechnung.
Es folgt nämlich der zentrale Satz

Satz 7.3.2. Sind die Ableitungen zweier differenzierbarer Funktionen auf einem Intervall
gleich, so unterscheiden sich die beiden Funktionen nur um eine additive Konstante. Die
Umkehrung gilt auch.

f ′(x) = g′(x), ∀x ∈ I ⇔ f(x) = g(x) + c, c ∈ R.

Die Konstante c ist unabhängig von x und lässt sich aus jedem Punkte x0 ∈ I berechnen:
c = f(x0)− g(x0) mit x0 ∈ I beliebig.

7.4 Eigenschaften von Funktionen

Monotonie einer Funktion

Der Mittelwertsatz liefert ein einfach anwendbares Kriterium um zu entscheiden ob eine gegebene
Funktion f auf einem (offenen) Intervall monoton ist (siehe auch Definition 5.4.2).

Satz 7.4.1. Sei f : (a, b) → R differenzierbar auf (a, b). Dann gilt

• f ′(x) > 0,∀x ∈ (a, b) ⇒ f ist auf (a, b) streng monoton steigend

• f ′(x) ≥ 0,∀x ∈ (a, b) ⇔ f ist auf (a, b) monoton steigend

• f ′(x) < 0,∀x ∈ (a, b) ⇒ f ist auf (a, b) streng monoton fallend

• f ′′(x) ≥ 0,∀x ∈ (a, b) ⇔ f ist auf (a, b) monoton fallend

Es gibt aber streng monoton steigende Funktionen, welche die Bedingung f ′(x) > 0 NICHT
erfüllen. Man betrachte das Beispiel f(x) = x2, x ∈ [0, 2). Für x = 0 gilt f ′(0) = 0, die Funktion
ist trotzdem streng monoton steigend, da aus x1 < x2 stets x2

1 < x2
2 folgt. Damit gilt die logische

Umkehrung obigen Satzes nicht, aber man kann den Satz wie folgt abändern:

Satz 7.4.2. Ist f ′(x) > 0 und f ′(x) = 0 auf keinem echten Teilintervall ⇔ f ist streng
monoton steigend. Ist f ′(x) < 0 und f ′(x) = 0 auf keinem echten Teilintervall ⇔ f ist streng
monoton fallend.

Speziell gilt der wichtige Satz:

79



Satz 7.4.3. Es gilt:

f ′(x) = 0, ∀x ∈ I ⇔ f(x) ist auf I konstant.

Extremwerte, Wendepunkte, Krümmungsverhalten

Definition 7.4.1. Eine Funktion f : I → R besitzt im Punkt x0 ∈ I ein globales (oder
absolutes) Maximum, wenn f(x) ≤ f(x0), ∀x ∈ I gilt.
Eine Funktion f : I → R besitzt im Punkt x0 ∈ I ein relatives (oder lokales) Maximum,
wenn f(x) ≤ f(x0), ∀x ∈ U(x0) ⊆ I gilt. Dabei ist U(x0) eine Umgebung von x0, welche
sich ganz in I befindet.
Sinngemäß sind Begriffe wie globales Minimum bzw. relatives Minimum definiert.
Die Funktion f besitzt in x0 eine Extremwert, wenn in x0 ein Maximum oder Minimum
vorliegt (global oder lokal).

Hinweis: In dieser Definition sind auch abgeschlossene Intervalle zulässig. Das bedeutet, dass am
Rand des Intervalls sowohl lokale als auch globale Extremwerte vorliegen können. Weiters ist auch
keine Voraussetzung über die Stetigkeit bzw. Differenzierbarkeit der Funktion genannt! Für die
differenzierbaren Funktionen gibt es allerdings ein recht einfaches Kriterium um eine Stelle x0

bzgl. Extremwert zu testen. Es gilt zunächst

Satz 7.4.4. Gilt für eine auf I (offenes Intervall!) differenzierbare Funktion, dass f(x0) eine
lokale Extremstelle ist, so folgt f ′(x0) = 0. Die Umkehrung gilt nicht.

Mit diesem Satz findet man alle Kandidaten für Extremalstellen im Inneren des Definitionsbereichs
I, aber NICHT an den Randpunkten! Gilt also f ′(x0) = 0 so kann, muss aber kein Extremwert in
x0 vorliegen. Beispiel: f(x) = x3 besitzt in x0 = 0 keinen Extremwert obwohl f ′(0) = 0.
Sei f : [a, b] → R. Dann können sich Extremwerte an folgenden Stellen befinden:

• In allen offenen Teilintervallen von [a, b] auf welchen f differenzierbar ist und die erste Ab-
leitung verschwindet

• In allen Punkte aus [a, b] in welchen f nicht differenzierbar ist. Hier hilft nur die Anwendung
der Definition 7.4.1 weiter.

• In allen Punkte aus [a, b] in welchen f nicht stetig ist. Hier hilft nur die Anwendung der
Definition 7.4.1 weiter.

• In den Randpunkten x = a oder x = b.

Ist eine Funktion f differenzierbar, so liefert der Begriff der Differenzierbarkeit ein sehr handliches
Kriterium bzgl. Extremwerte (keine Randextremwerte!):

Satz 7.4.5. Die Funktion f : I → R sei auf I mindestens n-mal stetig differenzierbar (n ≥ 2).
Weiters gelte für x0 ∈ I dass

f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) ̸= 0.

Dann gelten folgende Aussagen:

• n ist ungerade → x0 ist kein Extremwert.

• n ist gerade ⇔ x0 ist Extremwert.

• f (n)(x0) > 0 und n gerade ⇒ x0 ist lokales Minimum
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• f (n)(x0) < 0 und n gerade ⇒ x0 ist lokales Maximum

Definition 7.4.2. Sei f : I → R eine stetige Funktion (I offenes Intervall). Die Funktion f
besitzt in x0 ∈ I einen Wendepunkt, wenn die Funktion f in einem gewissen Intervall links
von x0 konvex und rechts von x0 konkav ist bzw. umgekehrt.

Satz 7.4.6. Die Funktion f : I → R sei auf I mindestens n-mal stetig differenzierbar (n > 2).
Weiters gelte für x0 ∈ I dass

f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) ̸= 0.

Dann gelten folgende Aussagen:

• n ist gerade ⇒ x0 ist kein Wendepunkt.

• n ist ungerade ⇒ x0 ist Wendepunkt.

Beispiel 7.4.1. Es gibt (analog zur Monotonie) auch Wendepunkte, welche das Kriterium 7.4.6
nicht erfüllen. Die Funktion f(x) = (x− 2) e|x| ändert bei x = 0 sein Krümmungsverhalten.
Die Funktion ist aber in x = 0 nicht differenzierbar.

Satz 7.4.7. Ist die Funktion f : I → R auf I einmal differenzierbar, so gilt

• f ist auf I konvex ⇔ die erste Ableitung ist monoton wachsend.

• f ist auf I streng konvex ⇔ die erste Ableitung ist streng monoton wachsend.

• f ist auf I konkav ⇔ die erste Ableitung ist monoton fallend.

• f ist auf I streng konkav ⇔ die erste Ableitung ist streng monoton fallend.

Satz 7.4.8. Ist die Funktion f : I → R auf I zweimal differenzierbar, so gilt

• f ist auf I konvex ⇔ f ′′(x) ≥ 0 auf I.

• Gilt f ′′(x) > 0 in I so ist f auf I streng konvex.

• f ist auf I konvex ⇔ f ′′(x) ≤ 0 auf I.

• Gilt f ′′(x) < 0 in I so ist f auf I streng konkav.

7.5 Umkehrfunktionen und deren Ableitung

Wir haben schon im Kapitel 5.1.4 Umkehrabbildungen betrachtet. Wir gehen nun genauer darauf
ein und studieren Umkehrfunktionen und deren Ableitungen. Die für Funktionen einer reellen
Veränderlichen angepasste Definition 5.1.4 lautet:

Definition 7.5.1 (Umkehrfunktion). Sei f : I → W ⊆ R eine Funktion und D ⊆ I ein
Teilintervall von I ⊆ R. Zu jedem x ∈ I gibt es genau ein y = f(x) ∈ W .
Gibt es aber auch zu jedem y ∈ f(D) genau ein x ∈ D welches die Gleichung y = f(x) löst,
so nennt man f auf D umkehrbar. Die Funktion f−1(x) : f(D) → D, welche also jedem
y ∈ f(D) genau die eindeutige Lösung x ∈ D der Gleichung y = f(x) zuordnet, nennt man
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die Umkehrfunktion. In Zeichen f−1(y) : f(D) → D,x = f−1(y).

Hinweis zur Definition 7.5.1: Wir bezeichnen in folgenden Sätzen Elemente aus dem Bildraum
von f mit y und Elemente aus dem Definitionsbereich von f mit x. Dies wird in der Literatur
unterschiedlich gehandhabt.

Vorsicht: Die Schreibweise f−1(x) darf nicht mit der Potenzschreibweise f−1(x) = 1
f(x) verwechselt

werden!

Aus der Definition 7.5.1 folgt unmittelbar

Satz 7.5.1. Besitzt f : I → R auf D die Umkehrfunktion f−1(y) : f(D) → D, so gilt

f−1(f(x)) = x,∀x ∈ D

bzw.
f(f−1(y)) = y,∀y ∈ f(D).

Beispiel 7.5.1. Anbei zwei einfache Beispiel zur Umkehrfunktion

1. Die linear-affine Funktion f(x) = ax + b besitzt für alle y ∈ R die Umkehrfunktion
f−1(y) = y−b

a , a ̸= 0.

2. Die quadratische Funktion f(x) = x2 ist für I = R nicht umkehrbar. Für I = R+ lautet
die Umkehrfunktion f−1(y) =

√
y, für I = R− lautet die Umkehrfunktion f−1(y) = −√

y

Satz 7.5.2 (Umkehrbarkeit und Monotonie). Ist f : I → R auf I strikt monoton, so gibt es
die Umkehrfunktion f−1 : f(I) → I. Jede strikt monotone Funktion ist umkehrbar.

Satz 7.5.3. Ist eine Funktion f : I → R auf I stetig differenzierbar (also die Ableitung
ist eine stetige Funktion) und ist f ′(x) ̸= 0 auf I, so gibt es auf I die Umkehrfunktion
f−1 : f(I) → I.

Satz 7.5.4 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f : I → R eine umkehrbare, differenzierbare
Funktion mit der Umkehrfunktion f−1 : f(I) → R. Die Umkehrfunktion f−1 ist in allen
Punkten y = f(x) ∈ f(I) mit f ′(f−1(y)) ̸= 0 differenzierbar. Die Ableitung berechnet sich
mittels

f−1′(x) =
df−1(y)

dy
=

1

f ′(f−1(y))

7.6 Regel von De L’Hospital: Bestimmung unbestimmter
Grenzwerte

Im Kapitel 3.6 wurden Verfahren zur Grenzwertberechnung vorgestellt und die Problematik mit
unbestimmten Grenzwerte besprochen. Die Differentialrechnung liefert nun eine einfach anwend-
bare Methode um Grenzwerte unbestimmter Ausdrücke berechnen zu können. Die beteiligten
Funktionen müssen allerdings differenzierbar sein.

Die Regel von De L’Hospital hilft zunächst nur bei Grenzwerten in unbestimmter Form 0
0 bzw. ∞

∞
weiter. Liegen andere unbestimmte Formen vor, können diese mit den weiter unten aufgeführten
Umformungen auf 0

0 oder ∞
∞ zurückgeführt werden.
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Satz 7.6.1. (Regel von De L’Hospital, Grenzwert 0
0) Die Funktionen f, g : (a, b) → R seien

auf (a, b) differenzierbar. Es gelte lim
x→b−

f(x) = lim
x→b−

g(x) = 0 und g′(x) ̸= 0 auf (a, b). Ist

nun der Grenzwert lim
x→b−

f(x)
g(x) konvergent oder bestimmt divergent, so gilt

lim
x→b−

f(x)

g(x)
= lim

x→b−

f ′(x)

g′(x)
∈ R ∪ {−∞,∞}

.

Analog gilt

Satz 7.6.2. (Regel von De L’Hospital, Grenzwert ∞
∞) Die Funktionen f, g : (a, b) → R seien

auf (a, b) differenzierbar. Es gelte lim
x→b−

f(x) = lim
x→b−

g(x) = ±∞ und g′(x) ̸= 0 auf (a, b). Ist

nun der Grenzwert lim
x→b−

f(x)
g(x) konvergent oder bestimmt divergent, so gilt

lim
x→b−

f(x)

g(x)
= lim

x→b−

f ′(x)

g′(x)
∈ R ∪ {−∞,∞}

.

Für alle weiteren unbestimmten Formen 0
0 ,

∞
∞ , 0·∞,∞−∞, 00,∞0, 1∞ sind folgende Umformungen

nötig

Umformungen für 0 · ∞:

lim
x→x0

f(x)g(x) = lim
x→x0

f(x)
1

g(x)

= lim
x→x0

g(x)
1

f(x)

Umformungen für ∞−∞:

lim
x→x0

f(x)− g(x) = lim
x→x0

1
f − 1

g
1
fg

Umformungen für unbestimmte Potenzen:

lim
x→x0

f(x)g(x) = lim
x→x0

ef(x) ln(g(x))

7.7 Kurvendiskussion

Folgende Punkte werden üblicherweise bei einer Kurvendiskussion abgearbeitet (siehe auch [3]):

• Definitionsbereich und Wertebereiche der Funktion f festlegen.

• Funktion auf Symmetrie testen (gerade, ungerade)

• Stetigkeitsbereiche ermitteln, Unstetigkeitspunkte klassifizieren

• Differenzierbarkeit ermitteln, Ableitung berechnen

• Nullstellen von f bestimmen und Vorzeichenverhalten

• Nullstellen der ersten Ableitung bestimmen

• Monotonieverhalten berechnen

• Extremalstellen, Wendepunkte bestimmen
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• wenn notwendig höhere Ableitungen berechnen

• asymptotisches Verhalten von f

• Skizze des Graphen

7.8 Liste von elementaren Ableitungen

Siehe Wikipedia.

7.9 Das Newton-Verfahren

Viele Probleme aus Naturwissenschaft und Technik (oder auch anderen Gebieten wie z.B. der
Öknonomie, etc) erforder die (näherungsweise) Lösung folgenden Problems

Beispiel 7.9.1. Gegeben ist eine differenzierbare Funktion f auf einem offenen Intervall I =
]a, b[. Gesucht ist eine Stelle x∗ ∈ I so, dass f(x∗) = 0. Man nennt x∗ eine Nullstelle von f .
Die Exponentialfunktion besitzt keine Nullstelle (I = R). Die Funktion f(x) = x3 besitzt auf
I = R genau eine Nullstelle, auf I =]1, 2[ keine. Die Sinus-Funktion besitzt auf I = R unendlich
viele Nullstellen x∗ = kπ, k ∈ Z.

Beispiel 7.9.2. Für ein quadratisches Polynom kann mittels Mitternachtsformel die Nullstellen
bestimmt werden (keine reelle Nullstelle, eine doppelte oder zwei verschiedene sind möglich).
Für Polynome vom Grad größer 3 gibt es keine derartige Formel mehr.

Für Funktionen, für welche eine Nullstelle nicht explizit bestimmbar ist, kann man versuchen mit
Hilfe der Differentialrechnung zumindest Näherungen zu konstruieren.
Eine Möglichkeit dazu ist eine Folge xn reeller Zahlen zu konstruieren, welche für n → ∞ gegen
die Nullstelle x∗ konvergiert. Hier gibt es auch wieder mehrere Algorithmen, wir stellen an dieser
Stelle das sogenannte Newton-Verfahren vor.

Definition 7.9.1. Sei f : I → R, stetig differenzierbar. Das Newton-Verfahren ist eine
Iteration der Form

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
.

Siehe hier. Vorteile des Newton-Verfahrens ist die sehr schnelle Konvergenz (falls überhaupt kon-
vergent). Nachteile sind die Notwendigkeit der Differenzierbarkeit von f , und die Wahl des Start-
werts so, dass das Verfahren geben die gewünscht Nullstelle konvergiert. Zusammenfassend kann
man sagen, das Newton-Verfahren eignet sich dann gut, falls man schon einen grobe Schätzung
für den Startwert ermitteln kann und eine gewisse Kenntnis über die Lage der Nullstelle hat.
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Kapitel 8

Integralrechnung

8.1 Motivation

Die Überlegungen in diesem Kapitel bilden die Grundlage für die Berechnung von Flächeninhalten,
Schwerpunkten, Trägheitsmomenten, Bogenlängen, Masse, Arbeit, Potential, magnetischer Fluß,
Energieerhaltung, etc.

Die Differential- und Integralrechnung wurde unabhängig voneinander im Wesentlichen von Leib-
niz (1646-1716) und Newton (1643-1727) entwickelt. Leibniz behandelte dabei das mathematisch
motivierte Tangentenproblem, Newton hingegen betrachtete Bewegungen von Objekten. New-
ton’s Fragestellung war, wie man aus der Länge einer durchlaufenen Strecke die Geschwindigkeit
bestimmen kann (Differentialrechnung) bzw. umgekehrt, wie aus der Geschwindigkeit die Länge
einer Strecke errechnet werden kann (Integralrechnung). Zur Motivation wählen wir den

”
ange-

wandten“Zugang von Newton um dann später auf den noch heute verwendeten Formalismus von
Leibniz zu kommen.

Nehmen Sie also ein gleichförmig bewegtes Objekt (also gleichbleibende Geschwindigkeit, gerad-
linige Bewegung). Die Geschwindigkeit sei konstant v. Die Frage ist nun, ob Sie aus gegebener
Geschwindigkeit auf den Start- und Endpunkt der Bewegung folgern können? Aus der Definition
der Geschwindigkeit

v =
∆s

∆t

folgt
∆s = v∆t (8.1)

Man bekommt also nur die Länge der Strecke ∆s, nicht aber Start- und Anfangspunkt. Aus der
Geschwindigkeit folgt die Länge der Strecke. Anders ausgedrückt: Aus der zeitlichen Änderung der
Bewegung des Objekts lässt sich die Länge der zurückgelegten Strecke berechnen. Es gibt noch
eine andere Deutung: Die rechte Seite in (8.1) ist die Fläche des Rechtecks mit Höhe v und Breite
∆t. Die Gleichung (8.1) besagt nun, dass die Fläche unterhalb der Geschwindigkeitsfunktion gleich
der zurückgelegten Wegstrecke ist. Dies ist aber nun gewissermaßen die Umkehrung der Ableitung!
Die Verallgemeinerung dieser Idee auf nicht-gleichförmige Bewegungen führt auf die Integralrech-
nung. Sei s(t) eine Funktion, welche den Ort der Bewegung (geradlinig) zum Zeitpunkt t be-

schreibt. Die Momentangeschwindigkeit ist bekanntlich die Ableitung v(t) = ds(t)
dt = ṡ(t). Bei

einer gleichförmigen Bewegung wäre ṡ(t) = v konstant. Ist jetzt die Bewegung nicht gleichförmig,
so liefert die Integrationstheorie den Zusammenhang

∆s = s(t1)− s(t0) =

∫ t1

t0

ṡ(t)dt. (8.2)
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Dies ist nicht anderes als der erste Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, nämlich die
Rekonstruktion der Funktion aus deren Ableitung. Leibniz stellt sich dieselbe Frage: Kann man aus
der Kenntnis der Ableitung einer Funktion die Funktion selbst rekonstruieren? Beide erkannten,
dass dies möglich ist und dass die Bildung der Ableitung die inverse Operation zur Flächenberech-
nung ist.

Zusammengefasst kann man sich der Integration auf zwei verschiedene Arten nähern:

• Was ist die Fläche zwischen dem Graphen f(x) und der x−Achse?

• Kann man aus der Ableitung f ′ die Funktion f selbst rekonstruieren? Beispiel: Sei f ′(x) =
2x. Wie lautet f(x)? Im letzten Kapitel haben wir die Ableitungsregel (xn)′ = nxn−1 ken-
nengelernt. Damit gilt (x2)′ = 2x und es ist direkt ablesbar, dass f(x) = x2 gilt.

Wir werden beide kennenlernen.

Die Integralrechnung (und natürlich auch die Differentialrechnung) wird in den unterschiedlichsten
Disziplinen der Physik und Technik angewendet. Mehr noch: Ohne diese Begriffe wären die Ent-
wicklungen in den verschiedensten Wissenschaftsdisziplinen bis dato nicht möglich gewesen. Wir
bauen den Integralbegriff nun allgemein auf, so dass Sie diesen auf unterschiedlichste Probleme
anwenden können (sollten).

8.2 Das bestimmte Integral - Geometrischer Zugang

Definition 8.2.1 (Riemann’sche Zwischensumme). Gegeben sei ein Intervall I = [a, b] und
eine beliebige Unterteilung von I in n Teilintervalle, x0 = a < x1 < x2 < . . . xn−1 < xn = b.
Aus jedem Teilintervall wählen wir beliebig einen Punkt aus, also ξ ∈ [xi−1, xi], und bilden
die sogenannte Riemann’sche Zwischensumme

Zn(f, a, b) =

n∑
i=0

f(ξi) (xi − xi−1) .

(B. Riemann, 1826-1866)

Satz 8.2.1. Sei die Funktion f : [a, b] → R beschränkt und stückweise stetig (sie besitzt also
höchstens endlich viele Unstetigkeitsstellen). Strebt für n → ∞ die Länge aller Teilintervalle
gegen 0, so existiert der Grenzwert lim

n→∞
Zn(f, a, b). Dieser ist unabhängig von der Wahl der

Teilintervalle und der Wahl von ξ. Der Grenzwert ist eindeutig bestimmt.

Definition 8.2.2. Der im Satz 8.2.1 auftretende Grenzwert wird bestimmtes Integral von
f über [a, b] genannt, in Zeichen

b∫
a

f(x)dx := lim
n→∞

Zn(f, a, b) ∈ R.

Die Variable x wird Integrationsvariable genannt. Die Benennung der Integrationsvariable ist

86



irrelevant:
b∫

a

f(x)dx =

b∫
a

f(τ)dτ = . . .

Wir geben hier eine kurze Beweisskizze:
Wir nehmen vereinfachend an, dass die Funktion f auf jedem Teilintervall [xi−1, xi] stetig ist.
Man wählt dann aus jedem Teilintervall [xi−1, xi] jene Punkte ρi, ηi aus, für welche f auf dem
Teilintervall das Minimum bzw. Maximum annimmt. Man bildet folgende Summen

sn :=

n∑
i=0

f(ρi)(xi − xi−1)

Sn :=

n∑
i=0

f(ηi)(xi − xi−1)

Damit gilt die Ungleichung

min
x∈[a,b]

f(x)(b− a) ≤ sn ≤ Zn ≤ Sn ≤ max
x∈[a,b]

f(x)(b− a)

Die Folge sn ist monoton steigend und beschränkt, damit konvergent. Analog folgt, dass Sn mo-
noton fällt und beschränkt ist. Man kann nun zeigen, dass Sn − sn → ∞ für n → ∞. Nach
dem Vergleichskriterium bei Folgen konvergiert damit auch die Folge (Zn) der Riemann’schen
Zwischensumme

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

Zn.

q.e.d.

Geometrische Deutung:

Ist die Funktion f auf [a, b] nicht negativ, so ist die Riemann’sche Zwischensumme eine Summe von
Rechtecksflächen, welche die Fläche zwischen f und der x-Achse im Intervall [a, b] approximiert.
Je feiner die Zerlegung von [a, b], desto genauer ist die Approximation. Mit dem Grenzübergang
n → ∞ folgt, dass das bestimmte Integral die Fläche zwischen x-Achse und der auf [a, b] nicht-
negativen Funktion f liefert.

Ist die Funktion f auf [a, b] negativ, so liefert das bestimmte Integral einen negativen Wert!

Ist die Funktion sowohl positiv als auch negativ, werden Flächen unterhalb der x-Achse negativ
gezählt, Flächen oberhalb der x-Achse positiv.

Satz 8.2.2. Das Integral über den Betrag einer Funktion f(x) liefert die reale Fläche (nicht
vorzeichenbehaftet) zwischen dem Graphen und der x-Achse. Dabei werden Flächen unterhalb
der x-Achse positiv gezählt!

Analytische Deutung

Satz 8.2.3 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sind die Funktionen f, g auf [a, b] stetig
und gilt g(x) ≥ 0 auf [a, b], so gibt es mindestens eine Stelle ξ ∈ [a, b] so, dass

b∫
a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

b∫
a

g(x)dx.
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Abbildung 8.1: Vorzeichenbehaftete Zählung der Flächen beim bestimmten Integral (aus [3]).

Insbesondere für g(x) = 1 folgt die Mittelwertseigenschaft

b∫
a

f(x)dx = f(ξ) (b− a) .

Beispiel 8.2.1. Die spezifische Wärme c(T ) eines Körpers hängt von der Temperatur T ab.
Die mittlere spezifische Wärme zwischen einer Minimal- und Maximaltemperatur ist definiert
als

c(T ) :=
1

To − Tu

To∫
Tu

c(T )dT.

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung sagt aus, dass dieser Mittelwert auch angenommen
wird!

Rechenregeln des bestimmten Integrals

Aus der Definition des bestimmten Integrals folgt

Satz 8.2.4.
a∫

a

f(x)dx = 0,

b∫
a

f(x)dx = −
a∫

b

f(x)dx

f ≥ 0 auf [a, b] ⇒
b∫

a

f(x)dx ≥ 0, f ≤ 0 auf [a, b] ⇒
b∫

a

f(x)dx ≤ 0.

f ≡ 0 auf [a, b] ⇒
b∫

a

f(x)dx = 0.

Des Weiteren:

Satz 8.2.5. Es gelte stets a ≤ b. Die Funktion f sei auf [a, b] beschränkt und stückweise
stetig. Dann gilt

b∫
a

cdx = c(b− a), c ∈ R

b∫
a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx+

b∫
c

f(x)dx, a ≤ c ≤ b
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b∫
a

(αf(x) + βg(x)) dx = α

b∫
a

f(x)dx+ β

b∫
a

g(x)dx

f(x) ≤ g(x), x ∈ [a, b] →
b∫

a

f(x)dx ≤
b∫

a

g(x)dx

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(x)|dx

8.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wir kommen nun zu dem in der Einleitung anschaulich hergeleiteten Zusammenhang zwischen der
Differential und Integralrechnung.

Wir wählen als Startpunkt der Herleitung den Mittelwertsatz der Differentialrechnung 7.3.1: Zu ei-

ner differenzierbaren Funktion g : (a, b) → R gibt es eine Stelle ξ ∈ (a, b) so, dass g′(ξ) = g(b)−g(a)
b−a

bzw. g(b)− g(a) = g′(ξ) (b− a).

Sei nun eine Funktion F gegeben, von welcher man aber nur die Ableitung (die Geschwindigkeit)
kennt, wir bezeichnen diese als f . Es gilt also F ′ = f .
Man wählt nun ein Intervall (a, x) (mit variabler oberen Grenze x) und unterteilt dieses Intervall
in n Teilintervalle a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = x. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung
sagt nun aus, dass es für eine differenzierbare Funktion auf (a, x) in jedem Teilintervall (xi−1, xi)
eine Zahl ξi gibt, so dass

F (xi)− F (xi−1) = F ′(ξi)(xi − xi−1).

Daraus folgt durch Summation über jedes Teilintervall, dass

F (x)− F (a) =

n∑
k=1

F ′(ξi)(xi − xi−1).

Leider sind die Punkte ξi im Allgemeinen nicht bekannt. Die zentrale Frage ist nun: Wenn man statt
ξi beliebige Punkte aus den Teilintervallen wählt (z.Bsp. den linken Randpunkt des Teilintervalls,
oder den rechten, etc.), erhält man dann eine Näherung zum Funktionswert f(x)? Gilt also für
ηi ∈ (xi, xi−1)

F (x) ≈ F (a) +

n∑
k=1

F ′(ηi)(xi − xi−1) = F (a) +

n∑
k=1

f(ηi)(xi − xi−1)? (8.3)

Ja, das gilt, denn auf der rechten Seite von Gleichung (8.3) steht nun eine Riemann’sche Zwi-
schensumme (Flächeninhalt!). Führt man nun den Grenzübergang n → ∞ aus, so geht (8.3) über
in

F (x) = F (a) +

∫ x

a

f(s)ds. (8.4)

Über den Flächeninhalt unterhalb der Ableitung einer Funktion F kann die Differenz der Funk-
tionswerte von F errechnet werden. Wenn man die obere Grenze als Variable x betrachtet, kann
also die Funktion F (x) rekonstruiert werden.

Definition 8.3.1. Sei f : [a, b] → R stetig auf [a, b]. Eine auf [a, b] differenzierbare Funktion,
für welche F ′(x) = f(x), ∀x ∈ [a, b] nennt man Stammfunktion von f .

Damit können wir aber sofort eines der zentralen Ergebnisse dieser Vorlesung formulieren:
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Satz 8.3.1 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f : I → R eine stetige
Funktion und a, b ∈ I. Der Hauptsatz besteht aus drei Aussagen.

1. Die Funktion der oberen Grenze Fa(x) :=
∫ x

a
f(s)ds ist eine Stammfunktion von f . Es

gilt somit
d

dx

(∫ x

a

f(s)ds

)
=

d

dx
Fa(x) = f(x).

2. Jede weitere Stammfunktion unterscheidet sich von Fa(x) nur um eine additive Kon-
stante: Jede Stammfunktion ist also darstellbar als

F (x) = Fa(x) + C, C ∈ R.

Eine Stammfunktion ist bis auf einen additive Konstante eindeutig bestimmt.

3. Ist F eine beliebige Stammfunktion von f , dann berechnet sich das bestimmte Integral
von f mittels

b∫
a

f(s)ds = [F (x)]x=b
x=a = F (x)|x=b

x=a = F (b)− F (a).

Definition 8.3.2. Die Menge aller Stammfunktionen von f bezeichnet man als unbestimm-
tes Integral und wählt dafür die Schreibweise

∫
f(x)dx.

Ausgangspunkt der Menge aller Stammfunktionen ist das Integral der variablen oberen Grenze
Fa(x). Jede weitere Stammfunktion lautet F (x) = Fa(x)+C. Man erhält also jede weitere Stamm-
funktion unabhängig von der Wahl von a. Man schreibt deswegen einfach

∫
f(x)dx = F (x) + c

mit einer (festen) Stammfunktion F (x). Mit dieser Schreibweise gilt demnach

Satz 8.3.2. Integration als inverse Operation der Differentiation:∫
f(x)dx = F (x) + c ⇔ F ′(x) = f(x)

Damit liefert aber jede Differentiationsregel automatisch eine Stammfunktion. Damit erhält man
eine Liste von Grundintegralen, von welcher man mittels erweiterten Integrationsmethoden (Sub-
stitutionsregel, partielle Integration, etc.) weitere Stammfunktionen ermitteln kann.

Beispiel 8.3.1. Herleitung der Potenzregel der Integration. Aus der Ableitungsregel für Poten-

zen folgt F (x) = xn+1

n+1 und f(x) = xn, also F ′ = f . Gesucht ist
∫
xndx.∫ x

a

f(s)ds = F (x)− F (a)

∫ x

a

snds =
xn+1

n+ 1
− an+1

n+ 1∫
xndx =

xn+1

n+ 1
+ C

Liste von elementaren Stammfunktionen

siehe Wikipedia.
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8.4 Integrationsmethoden

Jede Ableitungsregel ergibt nach Satz 8.3.2 eine Integrationsregel. Das Auffinden einer Stamm-
funktion ist im Gegensatz zur Differentiation schwierig. Differenzieren ist Handwerk, Integrieren
Kunst. Wir werden im Folgenden typische Methode zum Auffinden einer Stammfunktion kennen-
lernen.

Linearität

Der Satz 8.2.5 zeigt die Linearität des bestimmten Integrals. Das unbestimmte Integral ist ebenfalls
eine lineare Operation auf Funktionen:

Satz 8.4.1. Sei F eine Stammfunktion von f und G eine Stammfunktion von g. Dann folgt
aus der Linearität der Differentiation, dass die Stammfunktion von αf + βg durch aF + bG
berechnet werden kann. Anders geschrieben:∫

(αf(x) + βg(x)) dx = αF + βG = α

∫
f(x)dx+ β

∫
g(x)dx.

Beispiel 8.4.1. Das Integral
∫ 1

0

(
5x2 + 3x

)
dx können Sie nun auf zwei Arten berechnen:

1. Sie berechnen die Stammfunktion von 5x2 + 3x mittels Ausnutzung von Satz 8.4:∫ (
5x2 + 3x

)
dx = 5

∫
x2dx+ 3

∫
xdx =

5

3
x3 +

3

2
x2,

und setzen dann die Grenzen ein, also∫ 1

0

(
5x2 + 3x

)
dx = [

5

3
x3 +

3

2
x2]10 =

19

6
.

2. Sie können aber auch direkt Satz 8.2.5 verwenden und das bestimmte Integral aufspalten:∫ 1

0

(
5x2 + 3x

)
dx = 5

∫ 1

0

x2dx+ 3

∫ 1

0

xdx =
19

6

Welche Methode vorteilhafter ist, lässt sich nicht allgemein beantworten. Dies hängt vom vor-
liegenden Integral ab.

Partielle Integration

Die Produktregel der Differentiation lautet (uv)′ = u′v + uv′. Das Analogon dieser Regel bei
der Integration nennt man partielle Integration. Man nutzt diese Regel meistens so aus, dass ein
nicht lösbares Integral auf ein anderes Integral umgeformt werden kann, welches dann selbst lösbar
ist.

Satz 8.4.2. Die partielle Integration für unbestimmte Integrale lautet:∫
u′(x)v(x)dx = u(x)v(x)−

∫
u(x)v′(x)dx

91



Satz 8.4.3. Die partielle Integration für bestimmte Integrale lautet:∫ b

a

u′(x)v(x)dx = u(x)v(x)|ba −
∫ b

a

u(x)v′(x)dx

In diesen beiden Sätzen ist vorausgesetzt, dass alle auftretenden Integrale existieren. Dies ist z.Bsp.
für stetig differenzierbare Funktionen u und v der Fall.

Beispiel 8.4.2. 1.
∫
xexdx = xex −

∫
exdx = (x− 1) ex + C

2.
∫
x2 sin(x)dx = −x2 cos(x) + 2

∫
x cos(x)dx. Das letztere Integral kann wieder mittels

partieller Integration gelöst werden,∫
x cos(x)dx = x sin(x)−

∫
sin(x)dx = x sin(x) + cos(x) + C.

Zusammengefasst gilt also∫
x2 sin(x)dx = −x2 cos(x) + 2x sin(x) + 2 cos(x) + C.

3. Sei a ̸= 0.∫
eax sin(bx)dx =

1

a
eax sin(bx)− b

a

∫
eax cos(bx)dx

=
1

a
eax sin(bx)− b

a

[
1

a
eax cos(bx) +

b

a

∫
eax sin(bx)dx

]
Auf der rechten Seite steht das gesuchte Integral mit einem Vorfaktor. Umformung ergibt∫

eax sin(bx)dx =
aeax sin(bx)− beax cos(bx)

a2 + b2
+ C.

Integration durch Substitution

Die Integration durch Substitution ist das Analogon der Kettenregel der Differentialrechnung.
Sei F eine Stammfunktion von f , also F ′ = f . Dann gilt die Kettenregel

d

dx
F (g(x)) =

dF ′(y)

dy

∣∣∣∣
y=g(x)

g′(x) = f(y)|y=g(x) g
′(x) = f(g(x))g′(x).

Integriert man diese Gleichung unbestimmt

F (g(x)) + c =

∫
f(g(x))g′(x)dx.

Wir halten dies als Satz fest:

Satz 8.4.4. Sei F eine Stammfunktion von f . Aus der Kettenregel der Differentialrechnung
folgt ∫

f(g(x))g′(x)dx = F (g(x)) + c.

Man interpretiert diese Regel nun folgendermaßen: Man muss
”
nur“eine Stammfunktion von f

wissen, dann kann man für beliebiges g Integrale der Form
∫
f(g(x))g′(x)dx berechnen. Dies

nützt man auf zwei verschiedene Arten aus:

92



Satz 8.4.5 (Substitutionsmethode 1). Liegt ein Integral der Form
∫
f(g(x))g′(x)dx vor, so

muss nur die entsprechende Stammfunktion von f ermittelt werden, also
∫
f(t)dt = F (t)+ c.

Ist diese gefunden, so setzt man statt t = g(x) ein und erhält∫
f(g(x))g′(x)dx =

∫
f(t)dt

∣∣∣∣
t=g(x)

= F (g(x)) + c.

Für das bestimmte Integral folgt∫ b

a

f(g(x))g′(x)dx = F (g(x))|ba =

∫ g(b)

g(a)

f(t)dt.

Dieser Satz ist nur gültig, wenn auftretenden Integrale existieren. Dies ist z.Bsp für stetiges
f und stetig differenzierbares g erfüllt.

Die Berechnung des unbestimmten Integrals folgt also in drei Schritte:

1. Substitution von g(x) = t.

2. Berechnung der Stammfunktion von
∫
f(t)dt = F (t) + c.

3. Rücksubstitution von t = g(x), also F (t) = F (g(x)).

4. Insgesamt:
∫
f(g(x))g′(x)dx =

∫
f(t)dt = F (t) + c = F (g(x)) + c.

Bei der Berechnung des bestimmten Integrals
∫ b

a
f(g(x))g′(x)dx hat man auch zwei verschiedene

Wege:

• Berechnung unbestimmten Integrals F (t), Rücksubstitution t = g(x) und einsetzen der Gren-
zen x = a und x = b. Dies erfordert die Rücksubstitution.

• Manchmal ist es einfacher statt der Rücksubstitution gleich die Grenzen a, b zu transfor-

mieren (auf g(a), g(b)) und das Integral
∫ g(b)

g(a)
f(t)dt zu berechnen. Man erspart sich die

Rücktransformation!

Beispiel 8.4.3. Anwendung der Substitutionsmethode 1:

1. Berechnung von ∫
ex

2

xdx.

Mit f(x) = ex und g(x) = x2 hat das Integral die Form 1
2

∫
f(g(x))g′(x)dx. Die Substi-

tution t = x2 führt auf das Integral
∫
f(t)dt =

∫
etdt = et + c = F (t) + c. Insgesamt

also ∫
ex

2

xdx =
1

2

∫
f(g(x))g′(x)dx =

1

2
F (g(x)) =

1

2
ex

2

+ c.

2. Üblicherweise wendet man folgenden formalen Trick bei der Berechnung mittels dieser
Methode an:
Aus der Substitution t = g(x) folgt formal dx = dt

g′(x) und∫
f(g(x))g′(x)dx =

∫
f(t)g′(x)

dt

g′(x)
=

∫
f(t)dt = F (g(x)) + c.
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3. Sämtliche Integrale der Form
∫ g′(x)

g(x) dx lassen sich durch Substitution t = g(x) lösen:∫
g′(x)

g(x)
dx =

∫
dt

t

∣∣∣∣
t=g(x)

= ln|t|+ c = ln|g(x)|+ c.

Man kann Satz 8.4.5 aber auch wie folgt interpretieren. Statt∫
f(g(x))g′(x)dx =

∫
f(t)dt

∣∣∣∣
t=g(x)

= F (g(x)) + c.

geht man den umgekehrten Weg:∫
f(x)dx =

[∫
f(g(t))g′(t)dt

]
t=g−1(x)

.

Das führt folgende praktisch anwendbare Regel:

Satz 8.4.6 (Substitutionsmethode 2). Sei F eine Stammfunktion von f . Die Funktionen f
und g seien so, dass die entsprechenden Integrale existieren. Dies ist z.Bsp für stetiges f und
stetig differenzierbares g erfüllt. Dann gilt:

1. Man substituiert x = g(t), also dx = g′(t)dt. Die Funktion g muss umkehrbar sein!

2. Berechnung von
∫
f(g(t))g′(t)dt = F (t) + c.

3. Auflösung von x = g(t) nach t = g−1(x). Dann folgt∫
f(x)dx = F (g−1(x)) + c.

Beispiel 8.4.4. Anwendung der Substitutionsmethode 2.

1. Das Integral
∫ √

1− x2dx wird wie folgt gelöst: Man substituiert x = sin(t) für −π
2 ≤ x ≤

π
2 . Damit berechnet man formal dx = cos(t)dt.∫

f(g(t))g′(t)dt =

∫ √
1− sin2(t) cos(t)dt =

∫
cos2(t)dt.

Ist die Stammfunktion
∫
cos2(t)dt = 1

2 (t+ sin(t) cos(t)) + c bekannt, dann folgt mittels
der Rücksubstitution t = arcsin(x)∫ √

1− x2dx =
1

2

(
arcsin(x) + x

√
1− x2

)
+ c.

2. Gesucht ist
1∫
0

dx
(1+x2)2 . Wir bestimmen die Stammfunktion des unbestimmten Integrals über

die Substitution x = tan(t):∫
dx

(1 + x2)2
=

∫
1

cos2(t)

1

1 + sin2(t)
cos2(t)

dt =

∫
cos2(t)dt =

1

2
(t+ sin(t) cos(t)) .

Rücksubstitution x = arctan(t) liefert∫
dx

(1 + x2)2
=

1

2
(arctan(x) + sin(arctan(x)) cos(arctan(x))) + C.
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Nun folgt durch Einsetzen der Grenzen x = 0 und x = 1

1∫
0

dx

(1 + x2)2
=

1

2

(
π

4
+

1

2

)
.

3. Um die aufwändige Rücktransformation im letzten Beispiel zu vermeiden ist es günstiger
die Grenzen gleich zu transformieren:

1∫
0

dx

(1 + x2)2
=

π
4∫

0

cos2(t)dt =
1

2
[t+ sin(t) cos(t)]

π
4
0 =

1

2

(
π

4
+

1

2

)
.

Tricks anwenden

Der Kreativität sind keine Grenzen gesetzt. Differentiation gehört zum Handwerk, Integration ist
Kunst. Ein Beispiel:∫

x2

1 + x2
dx =

∫
x2 + 1− 1

1 + x2
dx =

∫ (
1− 1

1 + x2

)
dx = x− arctan(x) + C.

Symmetrien

Bei der Berechnung von bestimmten Integralen ist es vorteilhaft, Symmetrien des Integranden
auszunutzen.

Satz 8.4.7. Ist f eine gerade (achsensymmetrische) Funktion, so gilt∫ c

−c

f(t)dt = 2

∫ c

0

f(t)dt.

Ist f eine ungerade (punktsymmetrische) Funktion, so gilt∫ c

−c

f(t)dt = 0.

Integration rationaler Funktionen

Integration mittels Partialbruchzerlegung. Siehe Wikipedia.

8.5 Numerische Integration

Siehe hier oder Kapitel 12.5. von [4].
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Kapitel 9

Potenzreihen, Satz von Taylor

9.1 Motivation

Wie sind eigentlich die Funktionen sin(x), exp(x), arctan(x), etc im Taschenrechner/Computer im-
plementiert?

In diesem Kapitel behandeln wir, wie man Funktionen durch (einfachere) Funktionen annähert
bzw. in einem Grenzprozess dann sogar mathematisch definieren kann. Wir werden an einem Bei-
spiel die Idee aufbauen. Später wird diese dann verallgemeinert und auf verschiedenste Funktionen
angewendet werden können.

Abbildung 9.1: Annäherung der Funktion 1
1−x

.

Betrachten Sie das Beispiel in Abbildung 9.1. Gegeben ist die Funktion f(x) = 1
1−x auf einem

(noch) unbestimmten Definitionsbereich I. Wie es scheint, nähern sich in einem gewissen Bereich
die Graphen der Polynome f2(x) = 1+x+x2 bzw. f5(x) = 1+x+x2+x3+x4+x5 an den Graphen
der Funktion f(x) an. Noch dazu scheinen die beiden Polynome f2(x) und f5(x) systematisch auf-
gebaut zu sein. Was würde passieren, wenn wir auf einem Intervall I eine Folge von Funktionen
fn(x) =

∑n
k=0 x

k aufbauen? Gibt es eine Funktion, welche als Grenzwert der Folge fn(x) betrach-
tet werden kann? In diesem Beispiel ist es bekannt, dass fn(x) für ein x ∈ I einer geometrischen
Folge entspricht. Für jedes x ∈ I konvergiert die Folge fn(x) gegen den Wert f(x) = 1

1−x Es ist
bekannt, dass dies nur für I = (−1, 1) gilt. Man kann dies auch folgendermaßen interpretieren: Die
Folge von Funktionen fn(x) auf dem Intervall I = (−1, 1) besitzt als Grenzfunktion f(x) = 1

1−x
auf I.

Gegen welche Funktion konvergiert die Folge fn(x) = cos2n(x) für I = R? In Abbildungen 9.2
sind die Funktionen f10, f100, f2000 dargestellt.
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Abbildung 9.2: Annäherung der Funktion cos2n(x)
.

9.2 Potenzreihen

Diese wurde im Prinzip schon in Kapitel 4.4 eingeführt. Wir geben hier noch folgende Ergänzun-
gen:

Definition 9.2.1. Eine Potenzreihe ist im Inneren ihres Konvergenzintervalls eine stetige
Funktion.

Definition 9.2.2. Zwei Potenzreihen sind auf ihrem gemeinsamen Konvergenzbereich genau
dann ident, falls die Koeffizienten übereinstimmen.

Satz 9.2.1. Sie R der Konvergenzradius einer gegebenen Potenzreihe. Die Potenzreihen de-
finiert eine stetige Funktion ]−R,R[→ R.

Potenzreihen haben eine ganz wichtige Eigenschaft:

Satz 9.2.2. Potenzreihen konvergieren auf jedem im Inneren des Konvergenzkreises enthalte-
nen abgeschlossenen Kreisschreibe gleichmäßig. Sie stellen dort unendlich oft differenzierbare
Abbildungen dar. Die Ableitungen und auch das unbestimmte Integral können gliedweise be-
rechnet werden, d.h.

d

dx

( ∞∑
i=0

aix
i

)
=

∞∑
i=1

aiix
i−1 und

∫ ( ∞∑
i=0

aix
i

)
= C +

∞∑
i=0

ai
(i+ 1)!

xi+1.

Weiters können konvergente Potenzreihen im Inneren des Konvergenzkreises addiert und
multipliziert werden, auf einer möglicherweise kleineren Kreisscheibe auch dividiert werden
falls der Nenner bei 0 nicht verschwindet und ebenso zusammengesetzt werden falls die innere
Reihe bei 0 verschwindet. Die Inverse einer konvergenten Potenzreihe mit a0 = 0 und a1 ̸= 0
läßt sich ebenfalls in eine konvergente Potenzreihe entwickeln.

Wird eine Funktion durch eine Potenzreihe dargestellt, so ist diese Darstellung auch eindeutig.
Dies ist unter anderem auch das Resultat des Satzes von Taylor, welches im folgenden Abschnitt
behandelt wird.

9.3 Satz von Taylor
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Definition 9.3.1 (Taylorpolynom). Sei f : I → R eine auf I (offenes Intervall) (n + 1)−
mal stetig differenzierbare Funktion. Der Ausdruck

Tn(x, x0) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k

wird das Taylorpolynom vom Grand n mit Anschlussstelle x0 genannt.

Ein zentrales Ergebnis der Vorlesung Ingenieurmathematik ist folgender Satz:

Satz 9.3.1 (Satz von Taylor). Sei f : I → R eine auf I (offenes Intervall) (n + 1)− mal
stetig differenzierbare Funktion. Des Weiteren gelte x0, x ∈ I. Dann kann f mittels dem
Taylorpolynom n-ten Grades wie folgt dargestellt werden:

f(x) = Tn(x, x0) +Rn+1(x, x0).

Der Ausdruck

Rn+1 =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

nennt man Lagranges Restglied und ist ein Maß für den Unterschied zwischen dem Taylor-
polynom und der Funktion. Die reelle Variable ξ ist eine unbekannte Stelle zwischen x und
x0.

Beispiel 9.3.1. Betrachten Sie folgende Beispiele:

1. Das Taylorpolynom n-ten Grades der Funktion sin(x) lautet um die Stelle x0 = 0

Tn(x, 0) =

n∑
k=0

(−1)k+1 x2k+1

(2k + 1)!
.

Für n = 6 folgt demnach die Abschätzung∣∣∣∣sin(x)− x+
x3

3!
+

x5

5!

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣− cos(ξ)x7

7!

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣x7

7!

∣∣∣∣
liefert eine Abschätzung des Summenwertes. Für x = 0.1 ist also der Unterschied zwi-

schen sin(0.1) und der Näherung T6(0.1, 0) bereits kleiner als 0.17

7! ≈ 2 · 10−11, also eine
Genauigkeit von ca. 11 Nachkommastellen. Im Bild 9.3 ist der Graph von Taylorpolyno-
men verschiedenen Grades dargestellt.

2. Das Taylorpolynom n-ten Grades von ln(1 + x) lautet

Tn(0, x) =

n∑
k=1

(−1)k−1x
k

k
.

Satz 9.3.2. Sei f : I → R eine auf I (offenes Intervall) (n+ 1)− mal stetig differenzierbare
Funktion und f (n+1)(x) = 0, ∀x ∈ I. Dann ist f ein Polynom vom Grad höchstens n.

Aufgrund der Eindeutigkeit der Grenzfunktion von Potenzreihen ist die Grenzfunktion einer kon-
vergente Potenzreihe bereits die Taylor-Reihe der Grenzfunktion f . Insbesondere ist ein Polynom
selbst seine Taylorentwicklung um den Punkt x0 = 0.

98



Abbildung 9.3: Beispiele bzgl. Taylorpolynom und Restglied

Definition 9.3.2 (Taylorreihe). Sei f : I → R eine auf I (offenes Intervall) beliebig oft
differenzierbare Funktion. Des Weiteren gelte x0, x ∈ I. Die unendliche Reihe

Tf (x, x0) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k

nennt man die Taylorreihe von f bzgl. x0 (auch Entwicklungspunkt oder Anschlussstelle
genannt).

Folgende alternative Schreibweise der Taylorreihe finden vor allem in den Ingenieurs-Fächern An-
wendung:

Tf (x+∆x, x) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(∆x)k

oder

Tf (x+ h, x) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
hk.

Beispiel 9.3.2. Im Folgenden sind elementare Taylorreihen aufgelistet:

1. ex =
∞∑
k=0

xk

k! für x0 = 0 und x ∈ R (Konvergenzradius R = ∞).

2. ex = ex0

∞∑
k=0

(x−x0)
k

k! für x0 ∈ R und x ∈ R (Konvergenzradius R = ∞).

3. sin(x) =
∞∑
k=0

(−1)
k x2k+1

(2k+1)! für R = ∞ und x0 = 0.

4. cos(x) =
∞∑
k=0

(−1)
k x2k

(2k)! für R = ∞ und x0 = 0.

5. ln(x) =
∞∑
k=

(−1)
k+1 (x−1)k

k für x0 = 1 und R = 1. Dies bedeutet, dass die Reihe für alle

x ∈ R konvergiert, für welche |x− 1| < 1. Anders geschrieben konvergiert die Reihe also
für 0 < x < 2.
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6. sinh(x) = ex−e−x

2 =
∞∑
k=0

x2k+1

(2k+1)! mit x0 = 0 und R = ∞.

7. cosh(x) = ex+e−x

2 =
∞∑
k=0

x2k

(2k)! mit x0 = 0 und R = ∞.

Leider zeigt nun folgendes Beispiel, dass eine Taylorreihe nicht automatisch die Funktion f(x),
aus welcher die Ableitungen f ′(x0) gebildet werden, darstellt:

Beispiel 9.3.3. Für die Funktion

f(x) =

{
e−

1
x2 , x ̸= 0

0, x = 0

ist wegen f (k)(0) = 0, ∀k ≥ 0 die Taylorreihe Tf (x, 0) = 0 und stellt somit nicht die Funktion
f dar.

Satz 9.3.3 (Darstellungssatz). Sei f : I → R eine auf I (offenes Intervall) beliebig oft dif-
ferenzierbare Funktion. Des Weiteren gelte x0, x ∈ I. Die Taylor-Reihe Tf (x, x0) konvergiert
genau dann für diejenigen x ∈ I gegen die Funktion f(x), für welche das Restglied Rn(x, x0)
für n → ∞ verschwindet. Es gilt also

f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k ⇔ lim
n→∞

Rn(x, x0) = 0.

Gibt es für alle x ∈ I und alle n ∈ N Konstanten α, β ∈ R so, die Abschätzung |f (n)| ≤ αβn,
so konvergiert die Taylorreihe Tf (x, x0) gegen f(x) für alle x ∈ I.

Ist f(x) =
∞∑
k=0

f(k)(x0)
k! (x− x0)

k für |x− x0| < R, so benutzt man dafür folgende Sprechweise:

f lässt sich um x0 in einer Taylorreihe entwickeln bzw. darstellen.

Findet man von f(x) eine Potenzreihendarstellung
∑∞

k=0 ak(x − x0)
k, so ist dies aufgrund der

Eindeutigkeit der Potenzreihendarstellung auch gleichzeitig die Taylorreihe mit ak = f(k)(x0)
k! .

Eine besondere Situation tritt bei Polynomen ein. Jedes Polynom ist auf R beliebig oft stetig
differenzierbar.

Satz 9.3.4. Die Taylorreihe mit Entwicklungspunkt x0 = 0 eines Polynoms pn(x) = anx
n +

. . . a1x+ a0 ist das Polynom selbst, pn(x) = Tp(x, 0) = Tn(x, 0).

Jedes Polynom pn(x) = anx
n + . . . a1x + a0 vom Grad n lässt sich als Taylorpolynom vom

Grad mit Anschlussstelle x0 ̸= 0 eindeutig (!) wie folgt darstellen:

pn(x) = pn(x0) + p′n(x0)(x− x0) +
p′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ p(n)(x0)

n!
(x− x0)

n.

9.4 Methoden der Reihenentwicklung

Um zu einer gegebenen Funktion (welche die entsprechenden Voraussetzungen erfüllt) die Taylor-
Reihe bzw. zu finden, gibt es mehrere Vorgehensweisen
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Taylor-Formel anwenden

Erste Möglichkeit ist natürlich mittels Ableitungen die entsprechende Taylor-Reihe zu ermitteln.
Dafür muss die Funktion entsprechend beliebig oft differenzierbar sein (und das Restglied muss
verschwinden!).

Differentiation einer Potenzreihe

Mit der Methode der Differentiation kann man aus der Potenzreihe einer Funktion f(x) unmittel-
bar auf die Potenzreihe der Ableitung f ′(x) schließen:

Satz 9.4.1. Ist eine Funktion f(x) auf einem Intervall (−R,R) durch eine Potenzreihe dar-
gestellt, so ist sie auf (−R,R) beliebig oft differenzierbar. Die Potenzreihen der Ableitungen
von f(x) erhält man durch gliedweise Differentiation der Potenzreihe von f(x):

f ′(x) =

∞∑
k=1

akk(x− x0)
k−1,

f ′′(x) =

∞∑
k=2

akk(k − 1)(x− x0)
k−2,

und so fort. Die Potenzreihen der Ableitungen von f(x) besitzen alle den Konvergenzradius
R.

Abbildung 9.4: Ableitung einer Potenzreihe. Tabelle aus [3].

Integration einer Potenzreihe

Genauso wie man eine Potenzreihe innerhalb des Konvergenzintervalls gliedweise differenzieren
kann, darf man auch gliedweise integrieren.

Satz 9.4.2. Gegeben sei die Potenzreihe
∞∑
k=0

ak(x− x0)
k mit Konvergenzradius R und f(x)

die durch die Potenzreihe dargestellte Funktion (auf (−R,R)).
Für je zwei Zahlen a, b ∈ (−R,R) mit a ≤ b gilt

b∫
a

f(x)dx =

∫ b

a

∞∑
k=0

ak(x− x0)
kdx =

∞∑
k=0

∫ b

a

ak(x− x0)
kdx =

∞∑
k=0

ak
k + 1

[
(x− x0)

k−1
]x=b

x=a
.

Für a = 0 und b = x ist die Funktion

F (x) =

∞∑
k=0

ak
k + 1

[
(x− x0)

k−1
]x=b

x=a
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eine Stammfunktion von f .

Grenzwertberechnung mittels Potenzreihenansatz

Mit Hilfe von Potenzreihen können Grenzwerte von Funktionen oftmals einfach ermittelt wer-
den:

Beispiel 9.4.1. Reihendarstellungen von Funktionen geben Auskunft über das Verhalten von
Funktionen in der Nähe des Entwicklungspunktes. Dies kann für Grenzwertberechnungen ver-
wendet werden:

1. sin(x)
x ≈ x− x3

3! +...

x = 1− x2

3! + . . . . Damit gilt sin(x)
x → 1, x → 0.

2. x ln(1−x)
sin2(x)

→ −1, x → 0.

9.5 Anwendungsbeispiel - Linearisierung

In den Ingenieurs-Fächern ist der Prozess der Linearisierung eine Standard-Vorgehensweise. Wir
wählen hier als Beispiel der Dehnungen bzw. Verzerrungen aus der linearen Elastizitätstheorie.
Die in den Ingenieursfächern verwendet Dehnung eines Materials wird definiert als die Längenände-
rung durch eine einwirkende Kraft bezogen zu einer Norm-Länge. Bei einem Zugstab (Kraft in
Richtung der Längsachse des Stabes) ist die Gesamtdehnung ∆L

L0
.

Der lokale Dehnungszustand an einem beliebigen Punkt wird in sogenannter linearer Approxima-
tion angenähert. Ist u(x) die Verschiebung eines Materialpunkts an der Stelle x und u(x+ dx) die
Verschiebung des Materialpunktes aufgrund der äußeren Kraft, so bedeutet die lineare Approxi-
mation nicht anderes als das Taylorpolynom ersten Grades von u(x+ dx) zu berechnen: Der Satz
von Taylor mit Entwicklungsstelle x liefert

u(x+ dx) = u(x) + u′(x)dx+
u′′(x)

2!
dx2 + · · ·+ u(n)(x)

n!
dxn +Rn(x+ dx, x).

Man sagt nun, dass man Terme höherer Ordnung vernachlässigt. Dh. man wählt n = 2, also

u(x+ dx) = u(x) + u′(x)dx+R2(x, x0).

Im Restglied R2(x, x0) versteckt sich sozusagen der gesamte nichtlineare Anteil von u(x + dx).
Man nimmt jetzt an, dass bei kleinem dx der Resttermin R2(x, x0) sehr klein ist und nähert die
Verschiebung bei x+ dx linear an

u(x+ dx) ≈ u(x) + u′(x)dx = u(x) + ϵdx.

Aus diesem Grund kann eine auf linearisierter Dehnung basierender Ansatz keine großen Ver-
schiebungen darstellen. Hier muss statt n = 2 mehr Glieder berücksichtigt werden (geometrisch
nichtlinear). Wir verweisen auf die entsprechenden Mechanik-Vorlesungen.

Fast alle Theorien, welche in den Ingenieursfächern aufgebaut werden, legen die Linearisierung der
entsprechenden Feldgrößen zugrunde.

9.6 Funktionenfolgen und -reihen (Ergänzung)

Definition 9.6.1. Eine Folge von Funktionen auf einem Intervall I ist eine Folge von Funk-
tionen fn. Die Funktionenfolge (fn) konvergiert punktweise gegen eine Grenzfunktion f , wenn
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Abbildung 9.5: Verzerrungen - Linearisierung von u(x+ dx), aus [3].

für jedes x ∈ I der Grenzwert f(x) = lim
n→∞

fn(x) existiert.

Kann es sein, dass die Grenzfunktion unstetig wird? Ja, die Grenzfunktion der Funktionenfolge

fn(x) = cos2n(x) ist die unstetige Funktion f(x) =

{
1, x = kπ

0, sonst
. Das bedeutet, dass die Grenz-

funktion einer Folge, welche aus unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen besteht, unstetig
sein kann. Für welche Folgen passiert dies? Für welche nicht? Der Begriff der gleichmäßigen Ste-
tigkeit von Funktionenfolgen gibt dafür die Antwort.

Definition 9.6.2. Eine Funktionenfolge konvergiert gleichmäßig auf I gegen die Funktion
f : I → R, wenn sich zu jedem ϵ > 0 ein für alle x ∈ I gemeinsamer Index N ∈ N finden
lässt, so dass |f(x)− fn(x)| < ϵ, ∀x ∈ I.

Satz 9.6.1. Sind alle Funktionen fn einer Funktionenfolge (fn) stetig auf einem Intervall
I und konvergiert die Folge gleichmäßig gegen f , dann ist auch die Grenzfunktion f auf I
stetig.

Satz 9.6.2. Konvergiert die Folge stetiger Funktionen fn gleichmäßig gegen f auf einem
Intervall I, dann gilt für alle a, b ∈ I∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx.

Satz 9.6.3. Konvergiert die Folge stetiger differenzierbarer Funktionen fn punktweise auf I
gegen f , die Ableitungen f ′

n(x) gleichmäßig auf I, dann ist auch die Grenzfunktion differen-
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zierbar und es gilt
f ′(x) = lim

n→∞
f ′
n(x).

Satz 9.6.4. Konvergiert die Reihe
∞∑
k=0

fk(x) stetiger Funktionen fk auf I gleichmäßig gegen

f , dann ist

f(x) =

∞∑
k=0

fk(x)

ebenfalls stetig und für alle a, b ∈ I gilt∫ b

a

( ∞∑
k=0

fk(x)

)
dx =

∫ b

a

f(x)dx =

∞∑
k=0

(∫ b

a

fk(x)dx

)
.

Satz 9.6.5. Sind alle Funktionen fn auf I stetig differenzierbar, konvergiert die Reihe
∞∑
k=0

fk(x)

auf I punktweise gegen die Funktion f(x) und konvergiert die Reihe der Ableitungen
∞∑
k=0

f ′
k(x)

gleichmäßig auf I, dann gilt

f ′(x) =

( ∞∑
k=0

fk(x)

)′

=

∞∑
k=0

f ′
k(x).
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Kapitel 10

Lineare Algebra und analytische
Geometrie

10.1 Vektoren

Die folgende Darstellung orientiert sich im Wesentlichen an der Darstellung in [3].

10.1.1 Kartesisches Koordinatensystem

Definition 10.1.1. Ein kartesisches Koordinatensystem in der Ebene besteht aus zwei Zah-
lengeraden (mit identischer Einheit), welche sich rechtwinkelig in einem ausgezeichneten
Punkt der Ebene schneiden. Sind die Achsen so angeordnet, dass die positive x-Achse durch
Drehung um π

2 in die positive y-Achse übergeht, so spricht man von einem Rechtssystem.
Die dadurch erzeugte Ebene wird auch kurz (x, y)-Ebene genannt. Ein Punkt P in der Ebe-
ne ist ausgehend vom Ursprung O durch die Koordinaten x und y eindeutig bestimmt (und
umgekehrt). Man schreibt kurz P = (x, y).

Definition 10.1.2. Ein kartesisches Koordinatensystem im Raum besteht aus drei Zahlenge-
raden (mit identischer Einheit), welche sich paarweise rechtwinkelig in einem ausgezeichneten
Punkt der Ebene schneiden. Blickt man entgegen der positiven z-Achse auf den Ursprung und
geht die positive x-Achse durch Drehung um π

2 in die positive y-Achse über, so spricht man
von einem Rechtssystem. Der dadurch erzeugte Raum wird auch kurz (x, y, z)-Raum oder
Anschauungsraum genannt. Ein Punkt P im Raum ist ausgehend vom Ursprung O durch die
Koordinaten x, y und z eindeutig bestimmt (und umgekehrt). Man schreibt kurz P = (x, y, z).
Die Ebenen (x, z), (y, z), (x, y) nennt man Koordinatenebenen.

10.1.2 Definition des Begriffs Vektor

Definition 10.1.3. Ein Vektor ausgehend von einem Punkt P (Ebene oder Raum) zu einem
Punkt Q ist die eindeutige Parallelverschiebung welche den Punkt P in den Punkt Q überführt.
Das Wort Vektor kommt aus dem Lateinischen und bedeutet übersetzt

”
Träger, Fahrer “.

Ein Vektor von P nach Q wird entweder mittels
−−→
PQ oder mit einem Kleinbuchstaben a⃗

bezeichnet.
Ein Vektor wird als Pfeil dargestellt, am Endpunkt der Parallelverschiebung befindet sich die
Pfeilspitze.
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Satz 10.1.1. Ein Vektor ist eine Größe, welche sowohl eine Richtung als auch eine Länge
besitzt.
Führt man einem Punkt R mittels der Parallelverschiebung

−−→
PQ in einen Punkt S über, so

ergeben sich zwei gleich lange und gleich gerichtete Pfeile und stellen denselben Vektor dar
(dieselbe Parallelverschiebung!).

Definition 10.1.4. Der zu einem Vektor a⃗ =
−−→
PQ entgegengesetzte Vektor

−−→
QP wird als

−a⃗ bezeichnet.

10.1.3 Addition, Subtraktion von Vektoren

Definition 10.1.5. (Addition) Aus a⃗ =
−−→
PQ und b⃗ =

−−→
QR definiert man a⃗ + b⃗ :=

−→
PR. Die

Addition zweier Vektoren a⃗ =
−−→
PQ und b⃗ =

−→
PR definiert man, indem man die Parallelver-

schiebung
−→
PR auf Q anwendet. Man addiert durch Verschiebung von b⃗ an das Ende von a⃗

(bzw. umgekehrt). Es ergibt sich geometrisch die Parallelogrammregel.

Definition 10.1.6. (Nullvektor) Der Nullvektor ist jener Vektor, welcher einen Punkt P

nicht verschiebt. Man schreibt
−→
0 =

−−→
PP .

Definition 10.1.7. (Subtraktion) Die Subtraktion zweier Vektoren a⃗ und b⃗ ist definiert als

die Addition von a⃗ mit dem zu b⃗ entgegengesetzten Vektor. Man schreibt a⃗− b⃗ := a⃗+
(
−b⃗
)
.

Satz 10.1.2. (Rechenregeln der Addition/Subtraktion)

1. a⃗+ 0⃗ = a⃗

2. a⃗− a⃗ = 0⃗

3. a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗

4. a⃗+
(⃗
b+ c⃗

)
=
(
a⃗+ b⃗

)
+ c⃗.

10.1.4 Skalare Multiplikation eines Vektors

Definition 10.1.8. Die Multiplikation eines Vektors a⃗ mit einem Skalar λ ∈ R ist definiert
wie folgt

1. λ = 0, dann gilt λa⃗ := 0⃗

2. λ > 0, dann ist λa⃗ ist der Vektor mit derselben Richtung wie a⃗, aber λ-facher Länge.

3. λ < 0, dann gilt λa⃗ := − (|λ|⃗a).

Satz 10.1.3. (Rechenregeln der skalaren Multiplikation) Für je zwei Skalare λ1, λ2 ∈ R und

Vektoren a⃗, b⃗ gelten folgende Rechenregeln:

1. λ1 (λ2a⃗) = (λ1λ2) a⃗.
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2. λ1

(
a⃗+ b⃗

)
= λ1a⃗+ λ1⃗b

3. (λ1 + λ2) a⃗ = λ1a⃗+ λ2a⃗

10.1.5 Norm eines Vektors

Definition 10.1.9. Die (euklidische) Norm eines Vektors a⃗ =
−−→
PQ ist die Länge der geraden

Verbindungsstrecke von P nach Q. Alternativ wird die (euklidische) Norm als der Betrag
von a⃗ bezeichnet. Der Nullvektor hat Länge 0. Ein Vektor der Länge 1 wird Einheitsvektor
genannt. Als Schreibweise findet man |⃗a| als Betrag oder allgemeiner ||⃗a|| für die (euklidische)
Norm.

Satz 10.1.4. Für die Norm eines Vektors gelten folgende Rechenregeln:

1. ||⃗a|| = ||−a⃗||

2. ||λa⃗|| = |λ|||⃗a||, λ ∈ R.

3. ||⃗a+ b⃗|| ≤ ||⃗a||+ ||⃗b||. Diese Ungleichung wird Dreiecksungleichung genannt.

10.1.6 Koordinatendarstellung eines Vektors (Ortsvektors)

Legt man nun ein (ebenes, räumliches) kartesisches Koordinatensystem mit Ursprung O fest, so
nennt man die Vektoren der Länge 1 in Richtung der Achsen x, y und z die Einheitsvektoren e⃗1,
e⃗2 und e⃗3.

Definition 10.1.10. (Kartesische Basis) Die Menge {e⃗1, e⃗2, e⃗3} wird kartesische Basis des
Raumes genannt. (analog {e⃗1, e⃗2}) für die Ebene). Die Vektoren e⃗i bezeichnet man als Ba-
sisvektoren.

Definition 10.1.11. (Ortsvektor) Ein Vektor, welcher aus Ausgangspunkt den Ursprung O
des Koordinatensystems und als Endpunkt einen beliebigen Punkt P = (a1, a2, a3) besitzt,

wird Ortsvektor genannt. In Zeichen a⃗ =
−−→
OP .

Satz 10.1.5. Ein Ortsvektor a⃗ =
−−→
OP ist eindeutig zerlegbar in eine Summe der Einheitsvek-

toren des Koordinatensystems,

a⃗ =
−−→
OP =

3∑
k=1

ake⃗k = a1e⃗1 + a2e⃗2 + a3e⃗3.

Definition 10.1.12. (Koordinaten eines Vektors) Die Zahlen a1, a2, a3 von a⃗ =
−−→
OP werden

Koordinaten von a⃗ bezüglich der Basis {e⃗i} genannt. Die Koordinatendarstellung von a⃗ ist
die eindeutige Zerlegung von a⃗ als Summe der Basisvektoren e⃗i. Abkürzend schreibt man

a⃗ =

(
a1
a2

)
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für ebene Vektoren bzw.

a⃗ =

a1
a2
a3


für räumliche Vektoren.

Satz 10.1.6. (Koordinatendarstellung der kartesischen Einheitsvektoren) Die Einheitsvekto-

ren der kartesischen Basis lauten in Koordinaten e⃗1 =

1
0
0

 , e⃗2 =

0
1
0

 , e⃗3 =

0
0
1


Die oben genannten Vektoren e⃗i des kartesischen Koordinatensystems sind nicht die einzigen Basis-
vektoren um einen Vektor darzustellen. Die Koordinatendarstellung eines Vektors wird in Kapitel
10.5.3 behandelt.

Die Erweiterung dieser Begriffe aus Vektoren mit mehr als drei Einträgen folgt in Kapitel 10.2.
Wir werden im Folgenden durchwegs räumliche Vektoren anschreiben, für ebene Vektoren kann
jeweils die dritte Koordinate gestrichen werden.

Für einen beliebigen Vektor a⃗ =
−−→
PQ lautet die Koordinatendarstellung nach der Regeln

”
Spitze

minus Schaft “einfach q1 − p1
q2 − p2
q3 − p3

 .

Satz 10.1.7. (Koordinatendarstellung grundlegender Vektoroperationen) Für Ortsvektoren

a⃗ =

a1
a2
a3

 bzw. b⃗ =

b1
b2
b3

 gilt

1. a⃗+ b⃗ =

a1 + b1
a2 + b2
a3 + b3


2. ||⃗a|| =

√
a21 + a22 + a33 (die sogenannte euklidische Norm oder der Betrag des Vektors)

3. λa⃗ =

λa1
λa2
λa3


Für ebene Vektoren gelten sinngemäß die analogen Darstellungen.

10.1.7 Skalarprodukt zweier Vektoren

Der Kosinussatz des allgemeinen Dreiecks welches aus den Vektoren a⃗, b⃗, c⃗ besteht, lautet

||⃗c||2 = ||⃗a||2 + ||⃗c||2 − 2||⃗a||||⃗b|| cos (α) .

Dabei ist c⃗ der Vektor gegenüber den von a⃗ und b⃗ eingeschlossenenWinkel ϕ. Der Term ||⃗a||||⃗b|| cos (α)
ist ein Maß für die Abweichung von einem rechten Winkel. Diese Abweichung definiert man nun als
Skalarprodukt zweier Vektoren. Wie sich zeigen lässt, ist dieses Maß einfach über die Koordinaten
von a⃗ berechenbar. Im Detail:

108



Definition 10.1.13. (Skalarprodukt) Das Skalarprodukt zweier Ortsvektoren (bzw. mit ge-
meinsamen Anfangspunkt) ist definiert als

a⃗ · b⃗ :=

{
||⃗a||||⃗b|| cos (α) , a⃗, b⃗ ̸= 0⃗

0, sonst.
.

Die Größe α bezeichnet den Winkel zwischen den beiden Vektoren.
Das Skalarprodukt ordnet also zwei Vektoren eine reelle Zahl zu.

Alternative Schreibweisen für das Skalarprodukt sind a⃗⃗b, < a⃗, b⃗ >.
Aus trigonometrischen Überlegungen am Dreieck folgt eine einfache Regel zur Berechnung des Ska-
larprodukts über die Koordinaten der beiden Vektoren (der Winkel kommt dabei nicht vor!).

Satz 10.1.8. Die Koordinatendarstellung des Skalarprodukts bzgl. des kartesischen Koordi-
natensystems lautet

< a⃗, b⃗ >= a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2 + a3b3.

Satz 10.1.9. Ist ϕi der Winkel zwischen einem Vektor a⃗ und des i-ten Einheitsvektors e⃗i
(i=1,2,3) so gilt

a⃗ · e⃗i = ||⃗a|| cos(ϕi) = ai.

Demnach lautet die Koordinatendarstellung von a⃗

a⃗ = (⃗a · e⃗1) e⃗1 + (⃗a · e⃗2) e⃗2 + (⃗a · e⃗3) e⃗3.

Die Zahl cos(ϕi) nennt man Richtungskosinus von a⃗ und es gilt

cos2(ϕ1) + cos2(ϕ2) + cos2(ϕ3) = 1.

Analoge Aussagen gelten für die Ebene.

Satz 10.1.10. (Rechenregeln des Skalarprodukts) Für das Skalarprodukt zweier Vektoren
gelten allgemein folgende Rechenregeln

1. a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗

2. (λa⃗) · b⃗ = a⃗ ·
(
λ⃗b
)
= λ

(
a⃗ · b⃗

)
3.
(
a⃗+ b⃗

)
· c⃗ = a⃗ · c⃗+ b⃗ · c⃗

4. Ist a⃗, b⃗ ̸= 0⃗ so gilt
a⃗ · b⃗ = 0 ⇔ a⃗ ist orthogonal zu b⃗

5. ||⃗a|| =
√
a⃗ · a⃗.

6. Ist π > α > π
2 (stumpfer Winkel), so ist a⃗ · b⃗ < 0 (und umgekehrt)

7. Ist 0 < α < π
2 (spitzer Winkel), so ist das Skalarprodukt positiv (und umgekehrt).

10.1.8 Kreuzprodukt zweier Vektoren

Im Gegensatz zum Skalarprodukt liefert das Kreuzprodukt zweier Vektoren einen Vektor. Das
Kreuzprodukt wird mit dem Zeichen × geschrieben: c⃗ = a⃗× b⃗. Aus den Anwendungen heraus sind
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folgende Eigenschaften erwünscht (man sucht also ein Produkt zweier Vektoren, welche folgende
Eigenschaften besitzt):

1. a⃗× b⃗ = 0⃗ ⇔ a⃗ = 0⃗ oder b⃗ = 0⃗ oder a⃗ und b⃗ sind parallel.

2. a⃗× b⃗ steht orthogonal zu a⃗ und b⃗

3. Die Vektoren a⃗, b⃗, a⃗× b⃗ bilden ein Rechtssystem

4. Der Betrag von a⃗ × b⃗ soll gleich sein dem Flächeninhalt dem von a⃗ und b⃗ aufgespannten
Parallelogramm.

Definition 10.1.14. (Kreuzprodukt in kartesischen Koordinaten) Das Kreuzprodukt zweier

räumlicher Vektoren a⃗ =

a1
a2
a3

 und b⃗ =

b1
b2
b3

 ist definiert als

a⃗× b⃗ =

a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1

 .

Es gilt ||⃗a× b⃗|| = ||⃗a||||⃗b|| sin (α) .

Satz 10.1.11. (Rechenregeln des Kreuzproduktes) Es gelten folgende Rechenregeln:

1. Das Vektorprodukt ist nicht kommutativ und nicht assoziativ!!

2. a⃗× b⃗ = −b⃗× a⃗

3. a⃗×
(⃗
b× c⃗

)
̸=
(
a⃗× b⃗

)
× c⃗

4. a⃗× a⃗ = 0⃗

5. a⃗×
(⃗
b+ c⃗

)
= a⃗× b⃗+ a⃗× c⃗.

6.
(
a⃗+ b⃗

)
× c⃗ = a⃗× c⃗+ b⃗× c⃗

7. ||⃗a× b⃗||2 = ||⃗a||2||⃗b||2 −
(
a⃗ · b⃗

)2
10.1.9 Die orthogonale Zerlegung

Wie groß ist der Anteil einer Kraft F⃗ ist eine bestimmte Richtung? Dazu benötigt man die ortho-
gonale Zerlegung von F⃗ ist diese Richtung.

Satz 10.1.12. (Orthogonale Zerlegung) Die orthogonale Zerlegung von a⃗ längs b⃗ berechnet
sich zu

1. a⃗ = a⃗⃗b + a⃗⊥
b⃗
. Dabei zeigt a⃗⃗b in Richtung b⃗ und a⃗⊥

b⃗
ist orthogonal zu a⃗⃗b.

2. a⃗⃗b =
a⃗·⃗b
||⃗b||2

b⃗ bzw. ||⃗a⃗b|| =
a⃗·⃗b
||⃗b||2

.

3. Ist speziell b⃗ = 1, so ist die a⃗⃗b die orthogonale Projektion von a⃗ in Richtung b⃗. Es gilt

110



||⃗a⃗b|| = a⃗ · b⃗.

10.2 Vektorräume

Beispiel 10.2.1. Die Koordinatendarstellung eines ebenen Vektors lautet

a⃗ = a1e⃗1 + a2e⃗2.

Die rechte Seite besteht aus skalaren Vielfachen von Vektoren und deren Summen. Für jede
Wahl der Koeffizienten a1, a2 ∈ R ist die sogenannte Linearkombination a1e⃗1 + a2e⃗2 der Vek-
toren e⃗1, e⃗2 wieder ein ebener Vektor. Es gilt sogar, dass die Menge aller Linearkombinationen
die gesamte Ebene ergibt (erzeugt)! Durch die Kenntnis von zwei Vektoren kann man also die
gesamte Ebene erzeugen. Dieses Konzept wird verallgemeinert und führt auf den Begriff des
Vektorraumes. Wie wir sehen werden, sind für einen Vektorraum nur einige wenige Vektoren
notwendig, um den gesamten Vektorraum über Linearkombinationen darstellen zu können.

Beispiel 10.2.2. Für die Menge V von räumlichen Vektoren, deren Spitze im ersten Quadran-
ten der (x, y)-Ebene liegen, gilt beispielsweise nicht mehr, dass beliebige Vielfache wieder in V

liegen. Zum Beispiel ist

1
1
0

 ∈ V , aber (−1)

1
1
0

 =

−1
−1
0

 /∈ V .

Definition 10.2.1. (Vektorraum) Eine Menge von Ortsvektoren V wird ein Vektorraum
genannt, falls für v⃗1, v⃗2 ∈ V auch stets

v⃗1 + v⃗2 ∈ V

und
λv⃗ ∈ V, λ ∈ R

gilt.

Hinweis: In vielen Büchern wird ein Vektorraum über eine Menge von Grundregeln, den soge-
nannten Vektorraum-Axiomen definiert. Erfüllt eine Menge V diese Grundregeln, so nennt man
V einen Vektorraum. Wir verzichten hier auf die Angabe dieser Regeln und verweisen auf [3]. Für
das (erstmalige) Verständnis reicht obige Definition aus, für weiterführende Themen ist aber die
allgemeine Definition notwendig.

Definition 10.2.2. Erfüllt eine Teilmenge U ⊆ V eines Vektorraumes V , dass zu je zwei
Vektoren die Summe und beliebige Vielfache wieder in U liegen, so nennt man U einen
Unterraum von V . U ist selbst auch ein Vektorraum.

Beispiel 10.2.3. Eine beliebige Ebene durch den Ursprung ist selbst ein Vektorraum, aber auch
gleichzeitig ein Unterraum des Anschauungsraumes.

Die rechte Seite einer Koordinatendarstellung eines Vektors a⃗ = a1e⃗1+a2e⃗2+. . . motiviert folgende
Definition.

Definition 10.2.3. (Linearkombination) Sei V ein Vektorraum. Der Ausdruck

λ1v⃗1 · · ·+ λnv⃗n
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wird Linearkombination der n Vektoren v⃗1, . . . , v⃗n genannt (λi ∈ R).

Hinweis:Die Definition eines Vektorraumes stellt sicher, dass jede Linearkombination von Vekto-
ren aus V wieder in V liegt!

Definition 10.2.4. (lineare Hülle) Die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren v⃗1, . . . , v⃗n
eines Vektorraumes V wird die (lineare) Hülle von v⃗1, . . . , v⃗n genannt. In Zeichen

[{v⃗1, . . . , v⃗n}] = {λ1v⃗1 + · · ·+ λnv⃗n, λ1, . . . , λn ∈ R}.

Man sagt, die Vektoren v⃗1, . . . , v⃗n erzeugen [{v⃗1, . . . , v⃗n}]. Die Hülle selbst ist ein Vektorraum.

Beispiel 10.2.4. 1. [{
(
1
1

)
}] ist die Winkelhalbierende der Ebene (mit Steigung 1).

2. [{
(
1
1

)
,

(
−1
−1

)
}] ergibt dieselbe Gerade!

3. [{
(
1
0

)
,

(
0
1

)
}] ergibt die gesamte Ebene

4. [{

1
0
0

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1

}] erzeugt den gesamten Anschauungsraum

5. [{

1
0
0

 ,

0
1
0

}] erzeugt die (x, y)-Ebene im Anschauungsraum.

6. [{

1
0
0

 ,

0
1
0

 ,

1
1
0

}] erzeugt nur eine Ebene im Anschauungsraum, da der dritte Vektor

in der Ebene [{

1
0
0

 ,

0
1
0

}] liegt.

Definition 10.2.5. (Lineare Unabhängigkeit) Eine Menge von Vektoren {v⃗1, . . . , v⃗n} eines
Vektorraumes V wird linear unabhängig genannt, falls kein Vektor v⃗i als Linearkombination
der restlichen n − 1 Vektoren dargestellt werden kann. Allgemein formuliert man dies über
ein lineares Gleichungssystem.
Ist die Gleichung

λ1v⃗1 + · · ·+ λnv⃗n = 0⃗

nur für λ1) = λ2 = · · · = λn = 0 erfüllbar, dann nennt man die Vektoren {v⃗1, . . . , v⃗n} linear
unabhängig. Gibt es mindestens ein λi ̸= 0, so nennt man die Vektoren linear abhängig.

Beispiel 10.2.5. Für Beispiele siehe das entsprechende Übungsblatt. Drei linear unabhängi-
ge Vektoren erzeugen eine Gerade oder Ebene, falls die drei Vektoren linear abhängig sind.
Sind zwei der drei Vektoren linear unabhängig, so ergibt sich eine Ebene im Raum (durch den
Ursprung).
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Definition 10.2.6. (Basis) Eine Menge von n Vektoren {v⃗1, . . . , v⃗n} eines Vektorraumes V
nennt man Basis des Vektorraumes V , wenn gilt

• Die Vektoren {v⃗1, . . . , v⃗n} sind linear unabhängig

• [{v⃗1, . . . , v⃗n}] = V . Die Menge aller Linearkombinationen der Vektoren {v⃗1, . . . , v⃗n}
erzeugen den gesamten Vektorraum.

Die Anzahl der Basisvektoren nennt man die Dimension des Vektorraumes V .

Satz 10.2.1. (Koordinatendarstellung) Bilden die Vektoren {v⃗1, . . . , v⃗n} eine Basis eines
Vektorraumes V , so gibt es zu jedem Vektor v⃗ ∈ V genau n Zahlen a1, . . . , an ∈ R so, dass

v⃗ = a1v⃗1 + · · ·+ anv⃗n.

Satz 10.2.2. Jeder Vektorraum (mit endlicher Dimension) besitzt eine Basis. Jede Basis
eines Vektorraumes mit Dimension n besitzt genau n Vektoren. Jede Menge von m > n
Vektoren ist linear abhängig.

Satz 10.2.3. Sei V ein Vektorraum der Dimension n. Dann gilt:

• Jede Menge von n linear unabhängigen Mengen bilden eine Basis von V

• Je n+ 1 Vektoren aus V sind linear abhängig.

• Eine Menge von m < n Vektoren sind keine Basis, bilden aber Basis eines Unterraumes
von V .

Definition 10.2.7. Sei {v⃗1, . . . , v⃗n} eine Basis des Vektorraumes V . Man nennt die Basis

• orthogonale Basis, wenn die Basisvektoren paarweise orthogonal sind, dh. v⃗i · v⃗j = 0
für i ̸= j.

• orthonormale Basis, wenn die Basis orthogonal ist und alle Basisvektoren Länge 1
besitzen.

Satz 10.2.4. Die kanonische Basis {e⃗i, i = 1, . . . , n} des Vektorraumes Rn ist eine ortho-
normale Basis.

Man kann eine Vektor v⃗ ∈ Rn mit beliebiger Länge ̸= 0 immer zu einem Einheitsvektor nor-
mieren: Der Vektor

w⃗ =
1

||v⃗||
v⃗

ist der in Richtung v⃗ zeigende Einheitsvektor, d.h. ||w⃗|| = 1.

Beispiel 10.2.6. In der Ebene sind zwei Vektoren genau dann linear unabhängig, falls Sie einen
Winkel ̸= 0, π zueinander besitzen. Je zwei linear unabhängige Vektoren in der Ebene bilden
eine Basis. Somit kann ein Vektor bzgl. dieser Basis über die entsprechenden Koordinaten
dargestellt werden. Zur Angabe der Koordinaten eines Vektors ist also die Angabe der Basis
zwingend notwendig!
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Beispiel 10.2.7. Nun ist es ganz einfach einen Vektorraum mit beliebiger Dimension n zu
konstruieren (siehe Vorlesung.)

Definition 10.2.8. Den n-dimensionalen Raum reeller Vektoren bezeichnet man als Rn. Ein
Spaltenvektor v⃗ ∈ Rn ist ein Vektor der Form

v⃗ =

v1
...
vn

 .

Die Koordinatendarstellung von v⃗ bezüglich der kanonischen Basis lautet

v⃗ = v1e⃗1 + · · ·+ vne⃗n.

10.3 Matrizenalgebra und spezielle Matrizen

Definition 10.3.1. (Matrix) Eine Matrix A ist ein rechteckiges Zahlenschema mit m Zeilen
und n Spalten. In Kurzschreibweise

A =


a11 a12 · · · a1n

a21
. . . · · ·

...
... · · ·

. . . am−1n

am1 · · · amn−1 amn

 = (aij)m×n .

Die Menge aller m× n Matrizen wird mit Rm×n bezeichnet.
Ein Element v⃗ ∈ Rn×1 = Rn wird Spaltenvektor genannt, ein Element a⃗ ∈ R1×n ein
Zeilenvektor. Eine Matrix mit gleich vielen Zeilen wie Spalten (m = n) wird quadratische
Matrix genannt. Die Anzahl der Zeilen und Spalten nennt man die Dimension einer Matrix.

Definition 10.3.2. (Grundlegende Rechenoperationen) Für zwei Matrizen A = (aij)m×n
und B = (bij)m×n definiert man die Addition und Skalarmultiplikation über

• A+B := (aij + bij)m×n

• λA := (λaij)m×n.

Die Addition (und damit auch Subtraktion) zweier Matrizen kann nur ausgeführt werden,
falls sie dieselbe Dimension besitzen.

Satz 10.3.1. Für α, β ∈ R und A,B ∈ Rm×n gelten folgende Rechenregeln:

1. A+B = B +A

2. (A+B) + C = A+ (B + C)

3. A+O = A

4. A+ (−A) = O

5. α(βA) = (αβ)A
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6. (α+ β)A = αA+ βB

7. α(A+B))αA+ αB

Definition 10.3.3. Die Elemente aii, i = 1, . . . , n einer quadratischen Matrix A = (aij)n×n
werden Diagonalelemente genannt.
Die Matrix, für welche alle Diagonalelemente gleich 1 und alle anderen 0 sind, wird Ein-
heitsmatrix genannt.

I = (aij)n×n mit aij =

{
1, i = j

0, sonst
.

Die Matrix A, für welche alle Element 0 sind, nennt man die Nullmatrix und wird mit O
bezeichnet.

10.3.1 Matrizenrechnung

Definition 10.3.4. (Matrizenmultiplikation) Für zwei Matrizen A = (aij)m×r und B =
(bij)r×n definiert man das Produkt C = AB wie folgt

• C = AB ergibt eine m× n Matrix

• C = (cij)m×n :=
r∑

k=1

aikbkj (i-te Zeile von A mal j-te Spalte von B ergibt das Element

cij).

Beispiel 10.3.1. Das Produkt aus einer Matrix A ∈ Rm×n mit einem Spaltenvektor x⃗ ∈ Rn

ergibt 
a11 a12 · · · a1n

a21
. . . · · ·

...
... · · ·

. . . am−1n

am1 · · · amn−1 amn




x1

x2

...
xn

 =


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn


Dies ergibt folgenden Satz, welcher für das Verständnis für Lineare Gleichungssysteme sehr wichtig
ist:

Satz 10.3.2. Das Produkt Matrix mal Vektor ist darstellbar als Linearkombination der Spal-
ten von A.

A = x1a⃗1 + x2a⃗2 + · · ·+ ana⃗n.

Satz 10.3.3. (Rechenregeln für Matrizen) Es gelten folgende Rechenregeln für Matrizen
A,A1, A2 ∈ Rm×n, B,B1, B2 ∈ Rn×r, C ∈ Rr×s:

• (A1 +A2)B = A1B +A2B

• A(B1 +B2) = AB1 +AB2

• A(BC) = A(BC)

• λ(AB) = (λA)B = A(λB)

• IA = AI = A
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• ABER im Allgemeinen ist die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ!

AB ̸= BA.

10.3.2 Transponierte einer Matrix, Symmetrische Matrix

Folgende Matrizenoperation tritt in den folgenden Kapiteln immer wieder auf:

Definition 10.3.5. (Transponierte) Schreibt man die Spalten einer Matrix A ∈ Rm×n als
Zeilen (i-te Spalte wird zur i-ten Zeile), so entsteht die zu A transponierte Matrix, in Zeichen
AT ∈ Rn×m.

Satz 10.3.4. (Rechenregeln transponierte Matrizen) Es gelten folgende Rechenregeln:

1. (A+B)T = AT +BT

2. (AT )T = A

3. (AB)T = BTAT

4. (λA)T = λAT , λ ∈ R

5. Aus einem Spaltenvektor entsteht durch transponieren ein Zeilenvektor und umgekehrt.

Definition 10.3.6. (Symmetrische Matrix) Sei A ∈ Rn×n eine quadratische Matrix, für
welche A = AT gilt. Dann nennt man A eine symmetrische Matrix. Eine symmetrische
Matrix kann um die Diagonale gespiegelt werden, d.h. A = (aij) = (aji) = AT .

Beispiel 10.3.2. Der Spannungstensor eines unter Krafteinwirkung stehenden elastischen
Körpers ist durch eine symmetrische Matrix dargestellt. Siehe Vorlesungen zur Technischen
Mechanik.

10.3.3 Diagonal- und Dreiecksmatrizen

Definition 10.3.7. (Diagonalmatrix und Spur) Eine quadratische Matrix A = (aij) ∈ Rn×n,
für welche

aij =

{
λi, i = j

0, sonst

gilt, nennt man eine Diagonalmatrix. In Kurzschreibweise: A = diag(λ1, . . . , λn).
Die Summe der Diagonalemente nennt man die Spur der Matrix A,

spur(A) =

n∑
i=1

λi.

Definition 10.3.8. (Obere Dreiecksmatrix) Eine quadratische Matrix A = (aij) ∈ Rn×n, für
welche alle Elemente unterhalb der Diagonalen verschwinden, nennt man obere Dreiecks-
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matrix. Es gilt also

aij =

{
0, i > j

aij , sonst

Definition 10.3.9. (Untere Dreiecksmatrix) Eine quadratische Matrix A = (aij) ∈ Rn×n,
für welche alle Elemente oberhalb der Diagonalen verschwinden, nennt man untere Drei-
ecksmatrix. Es gilt also

aij =

{
0, i < j

aij , sonst

10.3.4 Inverse einer quadratischen Matrix, Rang einer Matrix

Wie wir in Satz 10.3.3 gesehen haben, ist eine Matrix-Vektor Multiplikation nichts anderes als eine
Linearkombination der Spalten von A. Damit kann man sich die Frage stellen, ob die Spalten von
A als Vektoren aufgefasst, linear unabhängig sind oder nicht. Dies ist eine wesentliche Überlegung,
speziell für lineare Gleichungssysteme.

Definition 10.3.10. (Rang einer Matrix) Sei A ∈ Rm×n eine beliebige Matrix. Die Anzahl
der linear unabhängigen Spalten von A nennt man den Rang der Matrix A. Die Anzahl der
linear unabhängigen Spalten ist stets gleich zur Anzahl der linear unabhängigen Zeilen von
A.

Definition 10.3.11. (Inverse Matrix) Eine quadratische Matrix A ∈ Rn×n nennt man in-
vertierbar, wenn es eine quadratische Matrix B ∈ Rn×n gibt, so dass AB = BA = I. Die
Matrix B ist eindeutig bestimmt und wird üblicherweise mit B = A−1 bezeichnet. Die Matrix
A−1 nennt man die inverse Matrix oder kurz die Inverse von A.

Satz 10.3.5. (Rechenregeln inverser Matrizen) Es gelten folgende Rechenregeln inverser Ma-
trizen:

1. (A−1)−1 = A

2. (AB)−1 = B−1A−1

3. AT ist invertierbar genau dann, wenn A invertierbar ist. Transponieren und invertieren
ist dann vertauschbar, also (AT )−1 = (A−1)T .

Inverse Matrizen spielen eine wichtige Rolle bei linearen Gleichungssystemen. Ist Ax⃗ = b⃗ ein
lineares Gleichungssystem mit gesuchtem Vektor x⃗, so kann die Lösung bei invertierbarer Matrix
A einfach gefunden werden durch Multiplikation des Gleichungssystems mit der Inversen von A:

Ax⃗ = b⃗

A−1Ax⃗ = A−1⃗b

x⃗ = A−1⃗b

Leider gibt es nicht zu jeder quadratischen Matrix A eine inverse Matrix wie der folgende Satz
zeigt:

117



Satz 10.3.6. Für A ∈ Rn×n sind folgende Aussagen äquivalent:

a) Die Spalten von A sind linear unabhängig

b) Rang(A) = n

c) Es existiert die Inverse A−1 zu A

d) Ax⃗ = 0⃗ ⇒ x⃗ = 0⃗ ist die einzige Lösung.

Beachte: Damit sind auch die Negationen obiger Aussagen äquivalent!

Eine quadratische Matrix A ∈ Rn×n, zu welcher eine Inverse existiert, wird in der Literatur oft-
mals als regulär bezeichnet. Gibt es keine Inverse, dann wird die Matrix singulär genannt.

Wie man nun zu einer gegebenen Matrix A die Inverse Matrix A−1 berechnet wird im Kapitel
10.4.4 beschrieben mittels Anwendung des Gauß’schen Eliminationsverfahrens.

10.3.5 Determinante einer Matrix

Wir besprechen in diesem Kapitel Matrizen für 2× 2 und 3× 3 Matrizen. Für höherdimensionale
Matrizen siehe [3].

10.3.6 Determinante einer 2× 2-Matrix

Das von zwei Vektoren a⃗ =

(
a1
a2

)
und b⃗ =

(
b1
b2

)
erzeugte Parallelogramm besitzt den Flächenin-

halt

F =

∣∣∣∣∣∣
a1
a2
0

×

b1
b2
0

∣∣∣∣∣∣ = |a1b2 − a2b1| .

Definition 10.3.12. Sei A = (aij) ∈ R2×2. Die Determinante von A, in Zeichen detA, ist
eine reelle Zahl definiert durch das Produkt

detA = a11a22 − a12a21.

10.3.7 Determinante einer 3× 3-Matrix

Definition 10.3.13. Man berechnet die Determinante mit Hilfe der Regel von Sarrus (siehe
[3]). Es gilt

detA = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a31a22a13 − a32a23a11 − a33a21a12.

Die Determinante ist gleich dem (vorzeichenbehafteten) Volumen des von den Spalten von A
aufgespannten Parallelepipeds.

10.3.8 Determinante einer n× n-Matrix

Mit Hilfe des sogenannten Laplace’schen Entwicklungssatz. Wir gehen nicht weiter darauf ein und
verweisen auf weiterführende Literatur, beispielsweise [3].
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10.3.9 Eigenschaften von Determinanten

Satz 10.3.7. (Rechenregeln) Sei A ∈ Rn×n. Es gilt:

1. detAT = detA

2. det(AB) = detAdetB

3. det(AB) = det(BA)

4. det(A−1) = (detA)−1

Mit Hilfe der Determinante kann leicht überprüft werden, ob die Spalten von A linear unabhängig
sind oder nicht:

Satz 10.3.8. Sei A ∈ Rn×n. Dann gilt

1. detA = 0 ⇔ Die Spalten von A sind linear abhängig.

2. detA ̸= 0 ⇔ Die Spalten von A sind linear unabhängig.

3. detA ̸= 0 ⇔ Rang(A) = n.

4. detA ̸= 0 ⇔ A ist invertierbar.

Beachte: Es gilt demnach auch die Äquivalenz der Negationen der obigen Aussagen.

Beispiel 10.3.3. Sind drei räumliche Vektoren a⃗1, a⃗2, a⃗3 ∈ R3 gegeben, so gibt es einen einfa-
chen Test auf lineare Unabhängigkeit. Sei A = (⃗a1, a⃗2, a⃗3) die aus den Spaltenvektoren a⃗1, a⃗2, a⃗3
gebildete quadratische Matrix. Dann gilt

detA = 0 ⇔ Die Vektoren sind linear abhängig.

detA ̸= 0 ⇔ Die Vektoren sind linear unabhängig.

Diese Vorgangsweise gilt allgemein für n-Vektoren v⃗i ∈ Rn, n ≥ 2.

10.4 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem ist ein System von m-Gleichungen und n-Unbekannten x1, . . . , xn ∈
R der Form

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + · · ·+ a2nxn = b2
... =

...

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

mit Koeffizienten aij ∈ R und den inhomogenen Gliedern bi ∈ R. Nun schreibt man dieses Glei-
chungssystem in Matrizenform.

Definition 10.4.1. Ein lineares Gleichungssystem in Matrizenform mit m-Gleichungen und
n-Unbekannten ist eine Gleichung der Form

Ax⃗ = b⃗.
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Dabei ist A ∈ Rm×n die Matrix der Koeffizienten (aij), der Vektor x⃗ =

x1

...
xn

 der Vektor

der Unbekannten x1, . . . , xn. Der Vektor b⃗ =

b1
...
b3

 wird als Inhomogenität des linearen

Gleichungssystems bezeichnet.
Ist b⃗ = 0⃗, so nennt man das Gleichungssystem homogen, sonst inhomogen.

Man möchte nun

1. wissen ob eine Lösung existiert, wenn ja wie viele, aber ohne die Lösung selbst berechnen zu
müssen.

2. Berechnung der Lösung selbst.

Zuvor benötigen wir noch eine Definition

Definition 10.4.2. Sei Ax⃗ = b⃗ ein lineares Gleichungssystem mit A ∈ Rm×n. Erweitert
man die Matrix A um eine zusätzlich Spalte, welche aus der Inhomogenität besteht, also

(A|⃗b) :=


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b1
...

...
...

am1 am2 · · · amn bm

 ,

wird die erweiterte Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems genannt.

Mit Hilfe der Begriffe aus dem Kapitel zu Vektorräumen ist die Lösbarkeit eines linearen Glei-
chungssystems (verhältnismäßig) einfach zu beantworten, egal wie viele Unbekannten auftreten.

Von zentraler Bedeutung dabei ist Satz 10.3.3. Das Produkt Ax⃗ ist die Linearkombination der
Spalten von A. Damit verlagert sich die Frage nach der Lösbarkeit des linearen Gleichungssystems
hin zur Untersuchung ob die Spalten von A linear unabhängig sind oder nicht. Genauer:

10.4.1 Lösungskriterium eines homogenen Gleichungssystem

Satz 10.4.1. Sei A ∈ Rm×n. Das homogene lineare Gleichungssystem

Ax⃗ = 0⃗

besitzt mindestens eine Lösung.

1. Ist die Anzahl der Gleichungen kleiner als die Anzahl der Unbekannten, so besitzt das
Gleichungssystem von 0⃗ verschiedene, unendlich viele Lösungen.

2. x⃗ = 0⃗ ist einzige Lösung ⇔ Rang A = n. Dabei ist n die Anzahl der Unbekannten.

3. Ist Rang A < n, so besitzt das lineare Gleichungssystem unendlich viele Lösungen.

4. Ist A quadratisch, so hat das lineare Gleichungssystem nur die Lösung x⃗ = 0⃗ genau
dann, wenn detA ̸= 0. In diesem Falle existiert die Inverse Matrix zu A.

5. Ist A quadratisch, so hat das lineare Gleichungssystem unendlich viele Lösungen wenn
detA = 0. In diesem Falle existiert die inverse Matrix zu A nicht.
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10.4.2 Lösungskriterium inhomogenes Gleichungssystem

Im Gegensatz zu einem homogenen linearen Gleichungssystem kann ein inhomogenes Gleichungs-
system keine Lösung besitzen.

Satz 10.4.2. Sei A ∈ Rm×n und b⃗ ∈ Rm.

1. Das inhomogene lineare Gleichungssystem Ax⃗ = b⃗ ist genau dann lösbar, wenn

Rang(A|b) = Rang(A).

Anders ausgedrückt ist das Gleichungssystem genau dann lösbar, wenn b⃗ in der Hülle
der durch die Spalten von A erzeugten Vektorraum liegt.

2. Ist
Rang(A|b) = Rang(A) = n

so gibt es genau eine Lösung.

3. Ist
Rang(A|b) = Rang(A) < n

so gibt es unendlich viele Lösungen.

4. Ein lineares Gleichungssystem hat entweder keine, genau eine oder unendlich viele
Lösungen.

5. Jede Lösung x⃗ eines inhomogenen linearen Gleichungssystem lässt sich in der Form

x⃗ = x⃗0 + u⃗

darstellen, wobei x⃗0 eine spezielle Lösung und u⃗ die Lösung des zugehörigen homogenen
Systems ist.

10.4.3 Eliminationsverfahren nach Gauß

Das auf C.F.Gauß (1777-1855) zurückgehende Lösungsverfahren ist das am einfachsten anwend-
bare Verfahren für händische Rechnungen. Es zeigt zudem wesentliche Eigenschaften von A auf
(Rang, Inverse etc.).

Das Gauß-Verfahren besteht im Wesentlichen aus zwei Schritten:

1. die Vorwärtseliminiation,

2. die Lösbarkeitsentscheidung (entfällt bei homogenen Gleichungssystemen)

3. die Rückwärtssubstitution.

Im ersten Schritt der Vorwärtseleminiation versucht man in einzelnen Teilschritten in jeder Glei-
chung eine Variable zu eliminieren, bis am Ende idealerweise nur noch eine Gleichung für eine
Variable übrig bleibt.
Im zweiten Schritt ermittelt man dann die restlichen Lösungskomponenten. Dazu später mehr.

Wir konzentrieren uns zunächst auf die Vorwärtselimination. Folgende Operationen verändern
nicht die Lösung eines linearen Gleichungssystems:

Definition 10.4.3. Folgende Operationen nennt man zusammengefasst elementare Zeile-
numformungen:
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a) Vertauschung zweier Zeilen

b) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar α ∈ R

c) Addition des α-fachen einer Zeile zu einer anderen.

Damit gilt

Satz 10.4.3. Entsteht das Gleichungssystem By⃗ = c⃗ aus Ax⃗ = b⃗ mittels Anwendung der
elementaren Zeilenumformungen, so sind die Lösungen äquivalent, also y⃗ = x⃗.

Die Vorwärtselimination

Betrachte die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|⃗b). Für ein homogenes Gleichungssystem muss nur
die Matrix A betrachtet werden.

Man führt nun die erweiterte Koeffizientenmatrix durch fortlaufende Anwendung der elementaren
Zeilenumformungen in eine Matrix in Zeilenstufenform M über. Aus dem Gleichungssystem
(A|⃗b) entsteht ein Gleichungssystem (M |d⃗) mit

(M |d⃗) =



■ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ · · · ∗ · · · ∗ d1
0 0 ■ ∗ ∗ ∗ · · · ∗ · · · ∗ d2
... 0 0 ■ ∗

...
...

...
...

... 0 ■ ∗ · · ·
...

0
... 0 0 0 ■ ∗ · · · dr

0
... 0 · · · 0 · · · 0 0 0 dr+1

...
...

...

0
... 0 · · · 0 · · · 0 0 0 dm



.

Satz 10.4.4. Der Rang der Matrix A ist m minus der Anzahl der Nullzeilen in der Zeilen-
stufenform M . Der Zeilenrang und Spaltenrang stimmen überein.

Die Lösbarkeitsentscheidung

Ist eine der Zahlen dr, . . . , dm von null verschieden, so ist das Gleichungssystem (M |d⃗), also auch

(A|⃗b), nicht lösbar. In diesem Falle liegt b⃗ nicht in dem von den Spalten von A erzeugten Vektor-
raum (in der Hülle der Spalten von A).

Gilt dr = · · · = dm = 0, so ist das lineare inhomogene Gleichungssystem (M |d⃗) lösbar, also auch

(A|⃗b).

Ein homogenes lineares Gleichungssystem ist dadurch immer lösbar (x⃗ = 0⃗ ist immer Lösung!).

Die Rückwärtselimination

Es gilt

Satz 10.4.5. Ist Ax⃗ = b⃗ lösbar (auch im homogenen Fall b⃗ = 0⃗), so besitzt die allgemeine
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Lösung n− Rang(A) freie Parameter.

Die freien Parameter zeigen an, dass die Spalten von A linear abhängig sind! Es existieren dann
unendlich viele Lösungen.

Nun formt man das System (M, d⃗) so um, dass man in jeder der ersten 1 bis r Zeilen die freien
Parameter auf die rechte Seite bringt. Dann kann man aus der r-ten Gleichung die erste Unbe-
kannte xr berechnen. Aus der r − 1-ten Gleichung kann dann eine weitere Unbekannt ermittelt
werden. Sukzessive folgen damit alle Unbekannten.

Am einfachsten lernt man den Algorithmus über Beispiele, siehe Vorlesung.

10.4.4 Berechnung der inversen Matrix

Gegeben ist eine quadratische Matrix A ∈ Rn×n mit Rang(A) = n. Damit existiert die Inverse
Matrix A (es gilt auch detA ̸= 0). Wie berechnet man diese?
Man löst sukzessive die linearen Gleichungssysteme

Ax⃗i = e⃗i, i = 1, . . . , n

mit den kanonischen Basisvektoren e⃗1, . . . , e⃗n. Die Inverse zu A wird gebildet durch

A−1 = (x⃗1|x⃗2| · · · |x⃗n) .

Beispiele siehe Vorlesung.

10.4.5 Cramer’sche Regel

Ist det(A) ̸= 0, so lässt sich die Lösung des inhomogenen Gleichungssystems Ax⃗ = b⃗ mittels
Determinanten über die Regeln von Cramer (7014-1752) berechnen.
Die i-te Komponente xi des Lösungsvektors x⃗ ist berechenbar durch

xi =
det Ãi

detA
,

wobei die Matrix Ãi aus A gebildet wird, indem man in A statt der i-ten Spalte die Inhomogenität
b⃗ einfügt. Details siehe [3].

10.4.6 Inverse einer 2× 2 Matrix

Die Inverse einer 2× 2 Matrix

A =

(
a b
c d

)
lautet

A−1 =
1

detA

(
d −b
−c a

)
.

10.5 Lineare Abbildungen, Eigenwerte und -vektoren

10.5.1 Lineare Abbildungen

Definition 10.5.1. Eine Abbildung f : V → W zwischen zwei Vektorräumen nennt man
linear, wenn gilt

1. f(λv⃗) = λf(v⃗), λ ∈ R
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2. f(u⃗+ v⃗) = f(u⃗) + f(v⃗).

Satz 10.5.1. Jede lineare Abbildung Rn → Rn kann in Matrixform

f(x⃗) = Ax⃗

dargestellt werden. Die Matrix A besteht aus den Bildern f(e⃗i) der kanonischen Einheitsvek-
toren e⃗i, i = 1, . . . , n.

Beispiel 10.5.1. Die Abbildung f : R3 → R3, f(x, y, z) = (x, y + 2z, z)T ist linear und besitzt
die Abbildungsmatrix

A =

 1 0 0
0 1 2
0 0 1

 .

Beispiel 10.5.2. (Spiegelung) Eine Spiegelung im Raum an einer Ebene ist eine lineare Abbil-
dung und lässt sich als Matrix darstellen (siehe [3]). Sei a⃗ = (a1, a2, a3)

T ein Einheitsvektor,
welcher eine Ebene erzeugt. Die Spiegelung eines Vektors x⃗ um diese Ebene ist definiert durch

s(x) : R3 → R3, s(x⃗) = x⃗− 2(x⃗ · a⃗)⃗a.

Die Abbildungsmatrix lautet

S =

 1− 2a21 −2a2a1 −2a3a1
−2a1a2 1− 2a22 −2a3a2
−2a1a3 −2a2a3 1− 2a23

 = I − 2a⃗a⃗T .

Die Matrix S hat ganz besondere Eigenschaften. Es gilt

detS = −1

und
S−1 = ST .

Eine Abbildung, deren Matrix die Bedingung S−1 = ST erfüllt, nennt man orthogonal und
die Matrix S eine orthogonale Matrix. Die Spalten einer orthogonalen Matrix sind lineare
unabhängige Einheitsvektoren.

Beispiel 10.5.3. (Ebene Drehungen) Drehungen in der Ebene um den Nullpunkt um den Win-
kel α lauten in kartesischen Koordinaten

d : R2 → R2, d(x⃗) =

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
.

Die Drehmatrix ist ebenfalls orthogonal, es gilt

detD = 1

und
D−1 = DT .
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Beispiel 10.5.4. (Räumliche Drehungen) Eine Drehung um die x-Achse eines räumlichen
kartesischen Koordinatensystems ist gegeben durch die Matrix

Dx(α) =

 1 0 0
0 cos(α) − sin(α)
0 sin(α) cos(α)

 .

Analog sind Drehungen um die y bzw. z-Achse definiert

Dy(α) =

 cos(α) 0 − sin(α)
0 1 0

sin(α) 0 cos(α)

 .

Dz(α) =

 cos(α) − sin(α) 0
sin(α) cos(α) 0

0 0 1

 .

Jede Drehung D im Raum lässt sich nun als Hintereinanderausführung von Einzeldrehungen
um die Koordinatenachsen darstellen, also D = Dz(αz)Dy(αy)Dx(αx).

Definition 10.5.2. Eine quadratische Matrix A, für welche AT = A−1, nennt man ortho-
gonal.

Satz 10.5.2. Ist die Abbildungsmatrix A einer linearen Abbildung f : V → W orthogonal,
so ist die Abbildung

• volumentreu, d.h. |detA| = 1

• längentreu, d.h. ||Ax⃗|| = ||x⃗||

• winkeltreu, d.h. cos∠(Ax⃗,Ay⃗) = cos∠(x⃗, y⃗)

• Die Spalten von A bilden außerdem eine orthonormale Basis des Rn.

Satz 10.5.3. Eine orthogonale Abbildung dargestellt durch eine orthogonale Abbildungsmatrix
A ist genau dann eine Drehung, wenn detA = 1 und genau dann eine Spiegelung, wenn
detA = −1.

10.5.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Die Ausführungen orientieren sich stark an [3]. Gibt es zu einer linearen Abbildung, dargestellt
durch eine Matrix A Vektoren, welche unter A nicht gedreht werden?

Definition 10.5.3. Eine Zahl λ ∈ C heißt Eigenwert einer quadratischen Matrix A ∈
Rn×n, wenn es mindestens einen Vektor b⃗ ̸= 0⃗ gibt, so dass

Ab⃗ = λ⃗b.

Jeder solche Vektor b⃗ ̸= 0⃗ nennt man Eigenvektor von A zum Eigenwert λ. Das Bild von b⃗
unter A ist also ein Vektor, welcher auf der Geraden aufgespannt durch b⃗ liegt. Dieser wird
also unter Anwendung von A nicht gedreht.

125



Beispiel 10.5.5. 1. Jede räumliche Drehmatrix D ∈ R3×3 besitzt einen Eigenwert 1, jeder
Vektor parallel zur Drehachse ist ein zugehöriger Eigenvektor.

2. Die Matrix

A =

 2 −3 1
3 3 3
−5 2 −4


besitzt die Eigenwerte 0, 1,−2 und die Eigenvektoren10

3
1

 ,

−1
0
1

 ,

 4
3
−7

 .

Die Gleichung Ab⃗ = λ⃗b lautet anders geschrieben (A− λI) b⃗ = 0⃗, also ein lineares homogenes Glei-
chungssystem. Dies besitzt genau dann Lösungen ungleich dem Nullvektor, wenn die Determinante
der Koeffizientenmatrix verschwindet. Also gilt

Definition 10.5.4. Das charakteristische Polynom χA(λ) von A ist

χA(λ) := det (A− λI) .

Satz 10.5.4. Eine Zahl λ ∈ C ist genau dann Eigenwert der Matrix A ∈ Rn×n, wenn λ
Nullstelle des charakteristischen Polynoms χA ist, d.h.

det (A− λI) = 0.

Das charakteristische Polynom ist vom Grad n und zerfällt in genau n komplexe Eigenwerte
(mit Vielfachheiten gezählt). Eine Matrix A hat höchstens n reelle Eigenwerte.

Berechnung der Eigenvektoren

Zunächst ermittelt man alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Dies sind alle möglichen
Eigenwerte der Matrix A. Angenommen, es existieren r < n Eigenwerte λ1, . . . , λr ∈ C mit
den entsprechenden Vielfachheiten k1, . . . , kr. Dies bedeutet, dass das charakteristische Polynom
dargestellt werden kann als

χA(λ) = (λ− λ1)
k1 (λ− λ2)

k2 · · · (λ− λr)
kr .

Definition 10.5.5. Die Vielfachheit ki eines Eigenwertes λi ∈ C nennt man die algebrai-
sche Vielfachheit des Eigenwertes.

Nun ermittelt man zu jedem Eigenwert λi die Lösung des zugehörigen homogenen linearen Glei-
chungssystems

(A− λiI) x⃗ = 0⃗.

Jede Lösung ̸= 0⃗ ist ein Eigenvektor. Zu einem Eigenwert kann es nur mehrere linear unabhängige
Eigenvektoren geben.

Definition 10.5.6. Die Anzahl der linear unabhängigen Eigenvektoren zu einem Eigenwert
λi nennt man die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes λi.
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Satz 10.5.5. Die algebraische und geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes einer Matrix
A stimmen im Allgemeinen nicht überein.

Satz 10.5.6. Sei A ∈ Rn×n. Dann gilt

1. detA = λk1
1 λk2

2 · · ·λkr
r . Die Determinante von A ist das Produkt der Eigenwerte von A

gezählt mit den entsprechenden Vielfachheiten.

2. Spur(A) = k1λ1 + · · ·+ krλr

Satz 10.5.7. Es gelten folgende Zusammenhänge:

1. Eine quadratische Matrix A ∈ Rn×n ist genau dann invertierbar, wenn alle Eigenwerte
̸= 0 sind (d.h. die Spalten von A sind linear unabhängig).

2. Ist λ ein Eigenwert von A mit Eigenvektor b⃗, so ist λ−1 ein Eigenwert von A−1 mit
Eigenvektor b⃗.

3. Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten der Matrix A sind linear un-
abhängig.

4. Die Transponierte AT besitzt dieselben Eigenwerte wie A, aber im Allgemeinen unter-
schiedliche Eigenvektoren.

5. Eine symmetrische Matrix A besitzt nur reelle Eigenwerte.

10.5.3 Basiswechsel

Sei nun B = {⃗b1, . . . , b⃗n} eine beliebige Basis des Rn. Dann lautet die Koordinatendarstellung
eines Vektors v⃗ ∈ Rn bezüglich der Basis B

v⃗B = b1⃗b1 + · · ·+ bnb⃗n = Bv⃗B .

Will man nun einen Vektor, welcher in der kanonischen Basis gegeben ist, in die beliebige Basis B
umrechnen, so geht das wie folgt:

Satz 10.5.8. Die Umrechnung der Koordinaten eines Vektors v⃗ bezüglich der kanonischen
Basis e⃗1, . . . , e⃗n auf eine beliebige Basis {⃗b1, . . . , b⃗n} nennt man Basiswechsel bzw. Koordi-

natentransformation. Stellt man die Vektoren b⃗i bezüglich der kanonischen Basis e⃗i dar, und
bilden man aus b⃗i die Matrix B, so lautet die Umrechnung der Koordinaten:

x⃗ = Bx⃗B , x⃗B = B−1x⃗.

Beispiel 10.5.6. Wir greifen das Beispiel der Spiegelung 10.5.2 wieder auf. Bezüglich der

Basis B =
(
a⃗, b⃗, a⃗× b⃗

)
lautet die Abbildungsmatrix der Spiegelung

SB =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
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10.5.4 Diagonalisierung

Wie lautet das Gleichungssystem Ax⃗ = y⃗ bezüglich einer Basis B = {⃗b1, . . . , b⃗n}? Eine einfache
Rechnung liefert

y⃗B = (Ax⃗)B = B−1ABx⃗B .

Definition 10.5.7. Zwei n × n-Matrizen A,C heißen zueinander ähnlich, wenn es eine
invertierbare Matrix B ∈ Rn×n gibt, so dass

C = B−1AB.

Besonders günstig wäre es, wenn es nun eine Basis B gäbe so, dass die Matrix C eine Diagonalma-
trix wäre! Dann könnte man in der neuen Basis die Lösung des Gleichungssystems einfach ablesen.
Das geht aber leider nicht immer.

Satz 10.5.9. (Diagonalisierung) Siehe auch [3]. Besitzt eine quadratische Matrix A ∈ Rn×n

genau n linear unabhängige Eigenvektoren b⃗1, . . . , b⃗n mit den nicht notwendigerweise verschie-
denen Eigenwerten λ1, . . . , λn (Vielfachheiten sind mitgezählt), so konvertiert die Transfor-
mationsmatrix

B := (⃗b1, . . . , b⃗n)

die Matrix A auf Diagonalform C = diag(λ1, . . . , λn). Die Spalten der Transformationsmatrix
besteht aus den Eigenvektoren von A.

Definition 10.5.8. Eine quadratische Matrix A ∈ Rn×n nennt man diagonalisierbar, falls
es eine Matrix B gibt so, dass C = B−1AB eine Diagonalmatrix ist.

Satz 10.5.10. Eine symmetrische Matrix A ist stets diagonalisierbar. Es gilt

1. Alle Eigenwerte von A sind reell.

2. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von A sind orthogonal.

3. Algebraische und geometrische Vielfachheit jedes Eigenwertes sind gleich.

Satz 10.5.11. Eine quadratische Matrix A ∈ Rn×n ist genau dann diagonalisierbar, wenn
genau n linear unabhängige Eigenvektoren existieren (Eigenwerte müssen nicht verschieden
sein). Dies ist genau dann der Fall, wenn geometrische und algebraische Vielfachheit für
jeden Eigenwert übereinstimmen.

Beispiel 10.5.7. 1. Der Google Page-Rank-Algorithmus führt auf die Berechnung von Ei-
genwerten und Eigenvektoren von Matrizen mit Millionen von Spalten und Zeilen.

2. Diese Themen führen dann weiter zu Quadriken, Hauptachsentransformationen etc. Qua-
driken sind geometrische Figuren wie z.Bsp. die Kegelschnitte, Ellipsoide, Paraboloide etc.
Man benötigt obige Ausführungen um beispielsweise Drehungen dieser Objekte im Raum
effizient programmieren zu können (CAD-Programme!). Jeder leistungsfähige Grafik-Chip
hat Funktionen zur Linearen Algebra hardwaremäßig implementiert. Wir verweisen auf
[3] bzw. auf weiterführende Literatur zur Linearen Algebra bzw. Computergrafik.

3. Fast alle numerischen Algorithmen zur Näherungsweisen Berechnung der Lösung eines
gegebenen Problems führen schlussendlich auf die Lösung eines linearen Gleichungssys-
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tems. Es gibt sehr effiziente Lösungsalgorithmen, welche Eigenwerte und Eigenvektoren
verwenden.
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