Formelsammlung Mathematik:
Analysis, Lineare Algebra und Finanzmathematik
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1 Analysis

1.1 Rechnen mit reellen Zahlen und Funktionen

1.1.1 Potenzen und Binomische Formeln

Multiplizieren x® - xP =xotP Dividieren % _ ot
Multiplizieren x®-y*=(x-y)? x

e x® x\“
Potenzieren (x4)P = x*b Dividieren — = (y)
1. Binomische Formel (x +y)? =% +2xy +y?
2. Binomische Formel (x —y)? =x* —2xy +y?
3. Binomische Formel x+y)x—y)=x*—y?

1.1.2 Wurzeln, natiirlicher Logarithmus und allgemeine Potenzen

(natiirliche) Wurzeln y=~f(x)= Vx= XT & y™ =x mitx > 0 fiir n gerade
Potenzieren von Wurzeln (VYx)™ =xn = ¥xm

natiirlicher Logarithmus y=f(x)=lnx & e =x flirx>0

allgemeine Potenzen y="f(x) =x"= e firx >0undaeR

allgemeine Potenzen y=x* & a= E—z

Logarithmus von Potenzen In(x*) =a-Inx

Logarithmus von Produkten In(x-y)=Inx+Iny

Logarithmus von Quotienten In(x/y) =Inx—Iny

1.2 Spezielle Funktionen

1.2.1 Quadratische Funktionen (Parabeln)

Parabeln y=f(x)=a-x*+b-x+c=a-(1-x¥*+p-x+q) mita#0
-bEvb2—-4 2

Nullstellen X1,Xp = > a ac _ —g + 4/ pz —q fiir b% > 4ac bzw. p? > 4q

Produktform f(x)=a-x*+b-x+c=a-(x—x1)- (x—x2) mitNullstellen x1,x, von f

1.2.2 Okonomische Funktionen
Angebotsfunktion PA(x) als Preis p in Abhédngigkeit von Menge x
Nachfragefunktion x(p) als Menge x in Abhéngigkeit von Preis p bzw. umgekehrt p(x)

)
(x) =x-plx)
)

Erlés oder Umsatz E
Kostenfunktion K(x) = Ky (x) + K mit K,,(x) variablen Kosten und K fixen Kosten
Gewinnfunktion G(x) = E(x) — K(x)
X0
Konsumentenrente Kgr = J p(x) dx — po - xo im Marktgleichgewicht (xo, po)
0
X0
Produzentenrente Pr =po-x0 — J P (x) dx im Marktgleichgewicht (xo, po)
0



1.2.3 Homogene Funktionen

Eine Funktion f(x, y) heiit homogen vom Grad r, wenn fiir jede reelle Zahl A gilt:

f()\xl }\H) =A"- f(X/H)

1.3 Differenzialrechnung
1.3.1 Ableitungsregeln

Multiplizieren mit Konstanten (c-f(x)) =c-f'(x) fircecR
Summenregel (f(x) +g(x)) =f'(x) + ¢'(x)
Produktregel (f(x) - g(x))" = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x)
! 1 . o Al
Quotientenregel (f(x)> _f ) g(x)z fx) - 9'(x)
g(x) g2(x)

li
Kettenregel (flgx)) = F(g(x)) - g'(x)
Ableitung der Potenzfunktion (x*) =a-x*! firaeR
Ableitung der Exponentialfunktion (e¥) =e*
Ableitung der Logarithmusfunktion (Inx)’ = %
1.3.2 Elastizitat
Elastizitdtsfunktion (x) = ' (x)
von f(x) beziiglich x RCC P N
Elastizititsfunktion (xy) = fx(x,y) b (xy) = y(xy)
von f(x,y) beziiglich x bzw. y Ex X Y) = (x,y) bW ey oY) = f(x,y) Y

1.3.3 Extremwerte eindimensionaler Funktionen

Fiir eine zweimal bzw. dreimal in X, differenzierbare Funktion f(x) gilt:

lokales Maximum von f(x) falls f’(xg) =0und f”(xg) <0
Xp ist ein < lokales Minimum von f(x) falls f’(xg) =0und f"”(xg) >0
Wendepunkt von f(x) falls 1" (xg) = 0und " (xp) # 0
1.3.4 Extremwerte zweidimensionaler Funktionen

Es sei f(x,y) eine zweidimensionale Funktion, fiir die alle zweiten partiellen Ableitungen existieren
und deren erste partielle Ableitungen f, und f, jeweils im Punkte (xg,yo) verschwinden:

fx(x0,Yo) = fy(x0,Yo) = 0.
Wird aus den zweiten partiellen Ableitungen die Determinante der Hessematrix gebildet, d.h.
Hx, y) = fax (%) - Tyy (%, y) = fry (%, 4) - Fyx (%, Y)
so gilt:

lokales Maximum von f(x,y) falls H(xo,yo) > 0 und fyxx(x0,yo) <0
(x0,Yo) ist ein ¢ lokales Minimum von f(x,y) falls H(x,yo) > 0 und fxx(xg,yo) >0
Sattelpunkt von f(x, y) falls  H(xg,yo) <0



1.3.5 Integration

Der Flacheninhalt A eines Gebiets, das unter einer Funktion y = g(x) und tiber einer Funktion y =
h(x) (fiir h(x)=0 also tiber der x-Achse) zwischen den Senkrechten x = a und x = b eingeschlossen
wird, berechnet sich mithilfe von f(x) = g(x) — h(x) durch das Integral

A = | f(x)dx = F(b) — F(a)

p—c

worin F(x) eine Stammfunktion der Funktion f(x) also F'(x) = f(x) ist.

Ay
Funktion f(x) Stammfunktion F(x)
A x4 fira#—-1 Zg-x0*!
a
N // b > x1=1 Inx

1.3.6 Optimierung einer zweidimensionalen Funktion mit Nebenbedingung

Das Optimum einer Funktion f(x,y) unter einer Nebenbedingung g(x,y) = 0 ergibt sich aus den
gemeinsamen Nullstellen der partiellen Ableitungen der dreidimensionalen Lagrangefunktion

L(X/y/}\) = f(X/U) +A- Q(X/U)

2 Lineare Algebra

Ein lineares Gleichungssystem A - X = b

a;n apz o Qin X1 by

o ) az Qp --r G . X2 - by
mit einer n x n Matrix A = . . . und Vektoren X = | . | und b =

ant an2 -+ Onn Xn bn

hat genau dann eine eindeutige Losung X, wenn det(A) # 0. Im Falle von det(A) # 0 ergeben sich
die einzelnen Komponenten des Losungsvektors X aus der Cramer’schen Regel

o det(Ak)
Xk = Jet(A)

fuirk=1,...,n

worin Ay die Matrix A ist, in der die k-te Spalte durch b ersetzt wurde.

Die Determinante det(A) einer 2 x 2 Matrix A ist det(A) = aj1a» — azi1app und die Determinante
einer 3 x 3 Matrix ist mit Laplace-Entwicklung nach der ersten Zeile

ai; a4z ais

a a a a a a
det | a1 ax» ax | = ay;-det 2 B) - app - det 21 B + ayz - det 2 2
azx ass az;  ass az; asp
az; Gz 0As3

Die Einheitsmatrix ist die Matrix E, in der a11 = a» ... = ann = 1 und alle anderen Werte Null sind.
Im Falle von det(A) # 0 existiert eine inverse Matrix A~! zu A mit A~! - A = E und die eindeutige

Losung X des linearen Gleichungssystems A - X = b ergibt sichaus X = A~1 - b. Die inverse Matrix

einer 2 x 2 Matrix A ist
Al = 1 . az —d
det(A) \—an ai




3 Finanzmathematik

Fortan sind p der Prozentzinssatz, i = {f; der Zinssatz und q = 1 + i der Zinsfaktor pro Jahr.

3.1 Zinsrechnung

Verzinsung Endwert K, Barwert Ky Zinssatz i Laufzeit / Zinstermine n
A R G B )
S Ko ke jfeer ()

stetig Ko - et™ Ky -e tm % -In <]1<<E> % In (T(Z)

Fiir unterjdhrige exponentielle Verzinsung bei m unterjihrigen Zinsperioden und n Zinsterminen
ist in den Formeln der Zinsfaktor q durch den unterjdhrigen Zinsfaktor q,.; bzw. qion zu ersetzen:

unterjéhrige Verzinsung  unterjahriger

mit m Zinsperioden Zinsfaktor Effektivzinsfaktor
. . m
relativ Jret =1+ i Jeff = (1 + l)
m m
konform Jkon = V/q q

Der Effektivzinsfaktor ist der Jahreszinsfaktor, der einer Verzinsung mit dem unterjdhigen oder dem
stetigen Zinssatz fiir ein volles Jahr entspricht. Der Effektivzinsfaktor der stetigen Verzinsung ist e'.

Fiir die unterjdhrige lineare Verzinsung bei t; < 360 Zinstagen im ersten und t3 < 360 Zinstagen im
letzten Zinsjahr sowie exponentieller jahrlicher Verzinsung in n dazwischen liegenden vollen Zins-
jahren errechnet sich der Endwert K, fiir die insgesamt x = t; + n - 360 + t3 Zinstage durch die
gemischte Verzinsung

i . i

3.2 Rentenrechnung

3.2.1 Zusammenfallen von Raten- und Zinstermin

Rentenart Endwert R,, Barwert Rg Rater Laufzeit / Zinstermine n
In 1+7Rn'(q71)
. qr—1 . qr—1 R q—1 T
q-1 qn-(q—1) " qr—1 Ing
nachschiissig
ooy M)
Ro-d Rnrd R0 gn 1 Ing
- 1

nac‘hschuSSIg n.a. T- Ro-(qg—1) n.a.
ewig q-—1

Zur Berechnung der Werte fiir eine vorschiissige Rente ist jeweils r durch r - q auszutauschen.

Bei m unterjdhrigen Zinsperioden und n Zinsterminen ist statt q in den Formeln qye bzw. qyon setzen.
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3.2.2 Auseinanderfallen von Raten- und Zinstermin

Rentenperiode > Zinsperiode (jahrliche Raten und unterjihrige Verzinsung)
Der Endwert R;, einer Rente mit n nachschiissigen Jahresraten r, die jeweils m mal unterjahrig ver-
zinst werden, ergibt sich mit q = qeg = qy; aus der Rentenformel

e — 1

Ro=T
" Qeff — 1

Zinsperiode > Rentenperiode (unterjihrige Raten und jahrliche Verzinsung)
Der Endwert Ry, einer Rente mit m unterjdhrigen, nachschiissigen Raten r und n Zinsterminen folgt
mit q = qxon aus der Rentenformel
|
R,=r1" 9kon
qkon — 1

3.3 Tilgungsrechnung

Fortan bezeichne S die Anfangsschuld und ferner Ay die Annuitit, Zy die Zinsen, Ty die Tilgung
und Ry die Restschuld jeweils am Ende des k-ten Jahres (Berichtsjahres) fiir k € {1,2,...,n}.

Generell gilt fiir alle Tilgungsarten:

Annuitat im Berichtsjahr ist Summe der Zinsen und Tilgung im Berichtsjahr: Ay = Zy + Ty.
Restschuld im Berichtsjahr ist Vorjahreswert minus Tilgung im Berichtsjahr: Ry = Ry_1 — Ti.
Zinsen im Berichtsjahr berechnen sich aus Restschuld des Vorjahrs: Zy = Ry - i, wobei Ry = S.

Tilgungsart Annuitdt Ay Zinsen Zy Tilgung Ty Restschuld Ry
Raten . .

T. = T konstant T - (n—k+1)-i+1) T-n—-k+1)-1 T=S/n T-(n—k)
Annuititen < 9" (g—1)  ken-t K—n—1 1—g<m
Ay = A konstant A=S qr—1 A-ll=-q ) Ad A q—1

Mit r = A und Ry = S folgt aus der Laufzeit bei Renten die Laufzeit bei Annuitatentilgung:

—In (1_ S(j\_l))

Inq

n—=

3.4 Investitionsrechnung

Fiir (positive oder negative) Zahlungen Ay, A4, ..., Ay, in den Perioden 0, 1, ..., n ergeben sich
Barwert (Kapitalwert) Ko = Ap- q0 + Aq - q_1 + As - q_2 +...+AL-q "
Endwert (Endvermégensdifferenz) Kn=A0-q"+A;- q“_1 + Ay - q“_2 +... +AL- q0
Vom Bar- zum Endwert und umgekehrt Kn=Ko-q" und Ky=Ky-q™

Eine Investition ist rentabel, wenn der Barwert oder Endwert positiv ist oder wenn die dquivalente
Annuitit, die sich aus Ky = S ergibt, positiv ist. Verschiedene Investitionen mit gleichem Anfang sind
durch ihre Bar- oder Endwerte vergleichbar und, falls sie auch gleich lang sind, zusétzlich durch ihre
dquivalenten Annuitdten.

Eine Normalinvestition ist eine Zahlungsreihe, die aus einer einzigen Investition Ay < 0, gefolgt von
Renditen A; > 0,..., A, > 0besteht, die insgesamt die Investition {ibersteigen: A; +... 4+ A, > —A,.

Der interne Zinssatz i einer Normalinvestition ist die eindeutige Nullstelle ¢ =1+ 1ivon K,,(q) =0
und kann iterativ mit der Newton-Methode berechnet werden:

Knlqe) .
K (qv) fuirk=1,2...

=1 und g1 =qx—

Eine Normalinvestition ist profitabel, wenn der interne Zinssatz iiber dem Kalkulationszinssatz liegt.





