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1. FOURIERREIHEN

1.1. Ziel. Man méchte sich regelmiflig wiederholende (periodische) Funktionen
durch natiirliche/schéne periodische Funktionen (Sinus- und Kosinusfunktionen)
approximieren (ann&hern). Zu einer gegebenen periodischen Funktion f(x) suchen
wir eine Reihenentwicklung

(%O + ; ap, cos(nz) + by, sin(nx)

mit reellen Koeffizienten a,,, b, € R.
1.2. Periodische Funktionen.

Definition 1. Eine Funktion f : R — R heifit L-periodisch, (L € R, L > 0),
wenn f(x 4+ L) = f(x) fir alle x € R.

Beispiel 1. Die Funktionen sinz und cos z sind 2z-periodisch, denn sin(z + 27) =
sin x cos(2m) + sin(27) cos x = sin x fiir alle € R, da sin(27) = 0 und cos 27 = 1.

Beispiel 2. Die Funktionen sin kz und cos kz sind 27 /k-periodisch fiir jedes k # 0.

Lemma 1. FEine Funktion f ist genau dann L-periodisch, wenn die Funktion

g:xl—>f(2l;rx>

eine 2m-periodische Funktion ist.

Beweis. Wenn f(z + L) = f(x) fiir alle x € R, dann

gla+2m)=f <2L7T(x—|—27r)> =f (;;Tx—i-L) =f <21;T$) = g(z)
fiir alle x € R. Wenn g(x + 27) = g(x) fiir alle € R, dann
flx+L)=f (2L7r(:102L7T + 27r)> =g <x2L7T + 27r> =g (x2L7T> = f(x)
fiir alle z € R. 0

Dies bedeutet, dass man durch eine einfache Koordinatentransformation, x =
2my/L, eine L-periodische Funktion in eine 2z-periodische Funktion umwandeln
kann.

Jede L-periodische Funktion ist fiir alle & € N auch kL-periodisch. Deshalb ist
es sinnvoll, die kleinste Periode einer periodischen Funktion zu bestimmen.

Beispiel 3 (Zweiweg-gleichgerichteter Sinus). Die kleinste Periode der Funktion
|sinz| ist 7, denn |sin(z + 7)| = |sinz cos7 + sinmwcosz| = | — sinzx| = |sinz|, da
sinm = 0 und cosm = —1. L = 7 ist die kleinste Periode der Funktion |sin x|, weil
die Menge 7Z der Nullstellen der Funktion |sin z| keine kleinere Periode besitzt.

Beispiel 4. Die kleinste Periode der Funktion f(z) = sin(3x)cos(2z) ist 27. Da
sin(3z) und cos(2x) die Periode 27 haben, ist auch f eine 27r-periodische Funktion.
Gibt es noch eine kleinere Periode? Wir betrachten die Nullstellen von f. Es gilt
f(z) = 0 genau dann, wenn = = kn/3 oder x = w/4 4+ kn/2. Die Nullstellen
haben die kleinste Periode w. Wir priifen f(z + ) = sin(3(x 4+ 7)) cos(2(z + 7)) =
sin(3x + 3m) cos(2z + 27) = —sin(3z) cos(2z) # f(x).
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A

ABBILDUNG 3. 2m-periodische Fortsetzung von f(x) = |z| fir « € [—7, 7]

Definition 2. Die L-periodische Fortsetzung einer auf einem Intervall [a,b)
oder (a,b] der Linge L, d.h. b —a = L, definierten Funktion f ist gegeben durch
x+ kL — f(z) firx € [a,b) und k € Z.

Beispiel 5 (Rechteckimpuls). Der Rechteckimpuls

1 >0

filmm —R, f(w)={0 o

hat die 2w-periodische Fortsetzung (wie in Abbildung 1)

1 0<z<mkeZ
0 7<z<0,keZ’

flz+2km) = {

Beispiel 6 (Ségezahnkurve). Die Funktion f(x) : [-7,7) — R, f(z) = =z hat die
2mr-periodische Fortsetzung f(z + 2kw) = « fiir € [-m,7), k € Z (Abbildung 2).

Beispiel 7 (Dreieckskurve). Die2r-periodische Fortsetzung der Funktion f(x) :
[-m,7) = R, f(z) = |z| ist f(z+ 2kn) = |z] fiir © € [-7,7), k € Z (Abbildung 3).

1.3. Warum Fourierreihen? Wir kennen bereits die Taylorreihenentwicklung als
eine Methode, um eine Funktionen f zu approximieren. Hier sollen Taylorreihen und
Fourierreihen verglichen werden.

Um eine Funktion f in eine Taylorreihe > ° ja,(z — )" um einen Punkt
entwickeln zu konnen, muss f in x( glatt sein. Die Koeffizienten a,, hidngen nur
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von den Funktionswerten f(z) in der Nihe von o ab, da a, = f™(x¢)/n!. Es
gibt einen Konvergenzradius R, so dass die Taylorreihe fiir alle z mit |z — z¢| < R
konvergiert. Auch wenn der Konvergenzradius R positiv ist, kann es passieren, dass
die Funktion f nur fiir z = x¢ durch ihre Taylorreihe dargestellt wird. Taylorreihen
sind insbesondere sehr hilfreich, wenn man eine Funktion lokal verstehen will und
die auftretenden Restglieder (Fehler) gut abschétzen kann. Die Grundfunktionen
2" sind algebraische Funktionen. Thre Funktionswerte lassen sich leicht berechnen.

Weder der unstetige Rechteckimpuls und die unstetige Sigezahnkurve noch die in
x = 0 nicht differenzierbare Dreieckskurve lassen sich auf dem Intervall [—m, 7] gut
durch eine Taylorreihe annidhern. Eine Taylorentwicklung wire um « = 0 bzw. z =
47 gar nicht moglich. Die Taylorentwicklung dieser Funktionen um einen glatten
Punkt wiirde die Funktionen immer nur auf einem Teilintervall darstellen. Zum
Beispiel ist 1+ (z — 1) die Taylorreihe der Dreieckskurve um = = 1. Sie stimmt nur
auf [0, 7] mit der Dreieckskurve iiberein.

Um eine Funktion f in eine Fourierreihe ag/2 + Y7 an cos(nz) + by, sin(na)
entwickeln zu kénnen, muss f intergrierbar und periodisch sein. Die Koeffizienten
an, by, hingen von fast allen Funktionswerten ab, da sie durch Integration bestimmt
werden. Wenn die Funktion f sogar stiickweise stetig differenzierbar ist, so konver-
giert ihre Fourierreihe fast alle z gegen f(z). Wir benutzen Fourrierreihen, um
global eine méglichst gute Ndherung zu finden. Die Grundfunktionen sin(nz) und
cos(nx) sind transzendente Funktionen, d.h. ihre Funktionswerte lassen sich schwer
berechnen. Aber als Schwingungen sind sie technisch gut realisierbar und ihre Ab-
leitungseigenschaften sind auch bequem.

1.4. Fourierkoeffizienten und Orthogonalitéitsrelationen.

Satz 1. Wenn die Funktionenreihe

% + Z ap, cos(nz) + by, sin(nx)

n=1
gleichmdflig gegen eine Funktion f(x) konvergiert, dann gilt fir die Koeffizienten

(1) an = — ! f(x) cos(nx)dx, b, = % i f(x)sin(nx) dz.

Beweis. Wir betrachten das Integral [*  f(z) cos(kx)dz mit k € N. Da die Funk-

tionenreihe gleichméfig konvegiert, kénnen wir Summation und Integration vertau-
schen.

f(x) cos(kzx) dz = / (C;) + Z an cos(nx) + by, sin(mc)) cos(kzx) dx
- - n=1
= % cos(kx) dx

+ Z an / cos(nx) cos(kx) dx + by, sin(nz) cos(kx) dx
n=1 -

—T

[ k=0)
Clawr (E#£0)
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denn

T 1 ) .
/ cos(kxz) dx = E[sm(k:nc)L7T =0,

—Tr

fir alle k e N

/7T sin(nx) cos(kx) dx = /0 sin(nx) cos(kx) dx 4+ /OTr sin(nz) cos(kx) dx

—T —T

0 ™
:/7T —sm(—ny)cos(—ky)dy—l—/o sin(nx) cos(kx) dx

= —/ sin(ny) cos(ky) dy + / sin(nx) cos(kx) dz =0
0 0

mit der Substitution y = —z, —dy = dx im ersten Summanden,
/ cos(nx) cos(kx) dx = % / cos((n + k)x) + cos((n — k)z) dx
1 (" 1 [7
=3 / cos((n + k)z) dz + 5/ cos((n — k)x) dz

1 1

=9tk [sin((n + k)x)]",.
1 2 (n=k)
2 i-Losin(n—k)z]", (n#k)

B {0 (n # )
da k,n € N und n > 0.
Nun betrachten wir das Integral [ f(z)sin(kz)dz mit k € N, k # 0, um die
Koeffizienten b,, zu bestimmen.

j f (@) sin(kz) de = /ﬂ (20 + Z ap, cos(nz) + by, sin(nx)) sin(kx) dx

n=1

= %/ sin(kx) dx

+ Z an/ cos(nx) sin(kx) dx + by, sin(nx) sin(kx) dz

—1T

—7Tbk,

da [7_cos(nz)sin(kz)dz = 0 fiir alle n € N, ["_sin(kz) dz = 0 fiir alle k # 0 und

/7T sin(nz) sin(kx) de = % /Tr —cos((n + k)x) + cos((n — k)x) dx

—T —T

= —% /_: cos((n + k)z) dx + % /_: cos((n — k)x) dx
1 1 . s
= —3nth [sin((n + k)z)]™ .

L 1 {27r n==k
2 | gatglsin((n — k)z)]T . (n# k)
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da k,n € N und n > 0. (I
Die Beziehungen
(2) l/ (sin(nz))? doz = l/ (cos(nz))?dz =1 (n #0),
) . ) .
1 T
(3) 7/ cos(kx)sin(nx)dr =0 (n,k € N,n > 0 oder k > 0)
T™J—nx

heiflen Orthogonalitéitsrelationen.

Definition 3. Die Fourierreihe ciner stiickweise stetigen, 2mw-periodischen Funk-
tion f(x) ist die Reihe ag/2+ Y .- | an cos(nx) + by, sin(nz) mit den Fourierkoef-
fizienten
1 (7 1 [7 .
an = — f(z)cos(nx)dz, b, = = f(z) sin(nz) da.

Wir schreiben .
f(z) ~ % + Zl ay, cos(nz) + by, sin(nz)
n—
um anzudeuten, dass es sich um die Fourierreihe der Funktion f handelt.

Warnung: Bisher wissen wir weder ob die Fourierreihe konvergiert, noch ob ihr
Grenzwert, falls er existiert, mit der Funktion f iibereinstimmt!

Beispiel 8 (Polynome in sinz und cosx). Die konstante Funktion f(z) =c € R ist
bereits eine Fourrierreihe (ag = 2¢). Die Fourrierreihe der Funktion f(x) = sin®z

erhalten wir mit Hilfe der Additionstheoreme. Da cos 2z = cos? z — sin? z, gilt
1 1 1
sin?z = 5(1 —cos(2x)) = 375 cos(2x).

Beispiel 9 (Rechteckimpuls). Wir berechnen die Fourierreihe der 2w-periodischen
Fortsetzung der Funktion

1 (x>0
filmm) R, f(z)= {0 e

Es gilt

1 /" 1 [7 1 n=20

an = — /_Tr f(z) cos(nx) de = ;/0 cos(nx) dr = {;i[bln(ﬂl”)]g _0 En y O;
und
by = % 7; (@) sin(nz) dz = ;/OW sin(nz) dz — —%[cos(m)]g - —%((—1)" Y
B {0 (n gerade )

2 (n ungerade ) -

damit ist die Fourierreihe von f die Reihe
X[0,m) () ~ % + Z %W auf [—m, 7).

m=0
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1.5. Gerade und ungerade Funktionen. Wenn man die Symmetrien der Funk-
tion beachtet, kann man ihre Fourierreihe schneller berechnen.

Definition 4. Fine aufR definierte Funktion [ heifst gerade, wenn f(x) = f(—x)
fiir alle © € R. Sie heifft ungerade, wenn f(—x) = —f(x) fir alle x € R.

An den Symmetrien des Graphen einer Funktion kann man leicht erkennen, ob
die Funktion gerade oder ungerade ist. Der Graph einer geraden Funktion ist sym-
metrisch beziiglich Spiegelung an der y-Achse. Der Graph einer ungeraden Funktion
ist symmetrisch beziiglich Drehung um den Ursprung um 180°.

Beispiel 10. Gerade 2m-periodische Funktionen sind cos(nz), Dreieckskurve, | sin z|.

Beispiel 11. Ungerade 2m-periodische Funktionen sind sin(nz), Sigezahnkurve und
die 2m-periodische Fortsetzung der Funktion
1 (z >0)
|—m, ) — R, ) =2Xi0m — 1= - .
[l ) f(x) =2xp0,m) {1 (z < 0)
Lemma 2. Wenn f eine ungerade integrierbare Funktion ist, dann gilt

’ f(z)dz =0

—a

fiir alle a > 0.

Beweis. Es gilt

a 0 a 0 a
t@do= [ f@des [ r@de= [ fendy+ [ s

=/aof(y)dy+/0af(x)dw=—/Oaf(y)der/oaf(w)dx:O

mit © = —y, de = —dy, da f(—y) = —f(y) und sich bei der Vertauschung der
Integrationsgrenzen das Vorzeichen des Integrals dndert. O

Folgerung 1. Es sei % + Y. | a, cos(nx) + by sin(nz) die Fourierreihe einer
stiickweise stetigen, 2mw-periodischen Funktion. Wenn f ungerade ist, dann a, =0

fiir alle n € N. Wenn f gerade ist, dann b, =0 fiir alle n € N.

Beweis. Wenn f ungerade ist, dann ist f(z) cos(nz) eine ungerade Funktion. Wenn
f gerade ist, dann ist f(x)sin(nz) eine ungerade Funktion. (]

Beispiel 12 (Fourierreihe der Sidgezahnkurve). Die Funktion f : (—mw,7) — R,
f(x) = x ist ungerade. Darum gilt fiir die Fourierkoeffizienten a,, = 0 und

by = 1 / " psin(na) do — - ([—2 cos(na)] "+ 1 / " cos(n) da:)

T J) ™ nJ_
1 2 —1)ntt

_ ((1)n+17r +0) — 2L7
™ n n

wegen der Orthogonalitdtsrelation ffﬂ cos(nz)dxr = 0. Die Fourierreihe der 27-
periodischen Fortsetzung von f(z) = x ist also die Reihe

z~2 Z(—1)”+1w auf (—, 7).
n=1
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ABBILDUNG 4. Fourierapproximation der 27-periodischen Fortset-
zung von f(z) = z fiir z € (—7, 7]

Beispiel 13 (Fourierreihe des Zweiweg-gleichgerichteten Sinus). Da die Funktion
f(z) = | sinz| gerade ist, gilt fur die Fourierkoeffizienten b,, = 0 und

1 [ 2 (7 2 (7
ap, = —/ | sin z| cos(nx) dx = —/ | sin z| cos(nzx) dx = —/ sin x cos(nx) dx
'/T T™Jo 0

. ™
2 1 . . -
= —2—1[cos:rcos(n:c) + nsinzsin(nz)]j
Tn?—
2 1 0 n ungerade
== —rH 1) =
7rn2—1(( ) ) {—%ﬁ n gerade

da

/ sin x cos(nz) do = — cos x cos(nz) — n / cos z sin(nz) dz
= — cosz cos(nx) — nsinz sin(nx) + n? / sin x cos(nz) dx

=1 (cos z cos(nzx) + nsin x sin(ne)).

Die Fourierreihe von | sin z| ist

. 2 4 1
| sin x| ~ — - ;mEZ:l W—_lcos@mx).

1.6. Rechenregeln - erster Teil. Wenn f und g zwei integrierbare, 27-periodi-
sche Funktionen mit den Fourierreihen f(z) ~ % + > | a,, cos(nx) + by sin(nz)
und g(z) ~ § + 37 ¢, cos(nx) + dy sin(ne) sind, dann ist fir alle A,z € R die
Fourierreihe der Funktion A\f(x) + pg(z) gerade

Aag + pco

5 + Z(x\an + pen) cos(nx) + (Aby, + pdy,) sin(nz).

n=1

M (x) + pg(x) ~
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ABBILDUNG 5. Fourierapproximation von |sin z|
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ABBILDUNG 6. Fourierapproximation des symmetrischen Rechteckimpuls

Beispiel 14. Die Fourierreihe der 27-periodischen Fortsetzung der Funktion

h  (x>0)
s = R =
mit A > 0 ist
4h f: sin((2m + 1)x)
T = 2m +1 ’

denn g(z) = 2h(f(z) — 1/2) mit dem Rechteckimpuls f aus Beispiel 9.

g9(z)

1.7. Darstellungssatz. In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die Fourierreihe ei-
ner stiickweise differenzierbaren, 2m-periodischen Funktion fast {iberall punktweise
gegen die Ausgangsfunktion konvergiert und diese Konvergenz auf jedem abge-
schlossenen Intervall ohne Sprungstellen sogar gleichméfig ist.
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Definition 5. FEine Funktion fla,b] — R heifit stiickweise stetig bzw. stiick-
weise stetig differenzierbar, wenn f bis auf hochstens endlich viele Stellen in
[a,b] stetig bzw. stetig differenzierbar ist und in den Ausnahmestellen jeweils alle
im abgeschlossenen Intervall [a,b] méglichen einseitigen Grenzwerte von f bzw. f
und [’ existieren.

Natiirlich sind alle stetigen bzw. stetig differenzierbaren Funktionen auch stiick-
weise stetig bzw. stiickweise stetig differenzierbar. Der Rechteckimpuls und die
Sédgezahnkurve sind Beispiele fiir nicht stetige, aber stiickweise stetige und stiick-
weise stetig differenzierbare Funktionen. Die Dreieckskurve, |sinz| und die 27—-
periodische Fortsetzung von f(x) = x? mit € [, 7) sind Beispiele fiir stetige,
aber nur stiickweise stetig differenzierbare Funktionen.

Stiickweise stetige Funktionen f auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] sind
beschriankt. Die Funktionswerte an den endlich vielen Sprungstellen haben auf die
Berechnung des Integrals f; f(z) dz keinen Einfluss.

Beispiel 15 (fast iiberall stetige, nicht stiickweise stetige Funktionen). Die Funk-
tionen f, g :[0,1] — R mit

_Jsinl (z#£0) L (z#£0)
f(x)_{o (z=0) g(x)_{o (z = 0)

sind auf dem Intervall (0,1] stetig und in z = 0 unstetig. Sie sind aber nicht
stiickweise stetig, weil der einseitige Grenzwert lim, .o f(z) nicht existiert und
lim, g+ g(x) = 0.

Lemma 3. Fiir alle x # 2lw mitl € Z qilt

" 1 sin(nx+x/2
2 coslhw) =5 + 2(sin (w/Q/) !

Beweis. Es gilt

n

k=0 k=0 k 0 k e =1
pilentz/2) _ ,—iz/2 o 'pn+r/2) o—iz/2
( e”/z—e ix/2 ) ( 2isin(z/2) )
sm(mc + x/2) + sin(z/2) 1 4 Sin(nz+2/2) sin (nz + x/2)
2sin(z/2) 2 © 2sin(z/2)

%

O

Lemma 4. Wenn f : R — R integrierbar und 2m-periodisch, dann gilt fir das
Fourierpolynom

a - .
To(z) = ?0 + Zak cos(kx) + by sin(kz) = =/ 2
k=1

mit dem Kern

sin(2nt+t)
Kn(t) sint (t 7& 0)
2n+1 (t=0)
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Beweis. Wir erhalten

a = .
To(z) = ?0 + kz_:l ay cos(kx) + by sin(kx)
_ L f@)dt+ 1 i i f(t) cos(kt) cos(kx) dt + i f (@) sin(kt) sin(kx) dt
C2r ) T -
L1 ¢ . .
=— —+ Z cos(kt) cos(kx) + sin(kt) sin(kz) | f(t)dt
T _\2 —
_ Ll + i k(t flt)dt
- . 5 cosk(t —x) | f(t)
k=1
_1 /”” (1 + icos(k(t - :v))) f@)dt
oS\ 2
k=1
“ LT (R S e ) 5+ o)
=2/ 3 cos(ks s+ x)ds
k=1
_1/0 1+i (ks) | f(s +2)d +1/W 1+§n: (ks) ) f(s +2)d
==/ \3 cos(ks S$S7r02 cos(ks s+x)ds
k=1 k=1
S /O (1 + icos(kt)) f(—=t+ax)dt
o). \2
k=1
S R
+ = S+ cos(kt) | f(t + ) dt
™ Jo 2 1
1 /W L +Zn: (t) | Flx —t)dt + 2 /W = +Zn: (kt) ) dt
==/ |3 cos x =13 cos
k=1 k=1
= l/ﬂ(f(t+x) + f(z—1)) E + icos(kt) dt
N ™ Jo 2 1
2 [/ 1 <
:f/ (f(x+2s)+ f(z —29)) §+Zcos(2ks) ds
TJo k=1
_2 /ﬂ/z(f(l, +28) + f(z — 25))w ds
T Jo 2sins
indem wir
e die Formeln fiir die Fourierkoeflizienten einsetzen,
e Summation und Integration vertauschen,
e f(t) ausklammern,
e das Additionstheorem fiir cos(kt — kx) anwenden,
e die Integrationsgrenzen verschieben, weil der Integrand 2m-periodisch ist,
e die Substitution s =t — x, ds = dt durchfiihren,
e das Integrationsintervall [—m, 7] = [—m, 0] U [0, 7] zerlegen,
e im ersten Summanden ¢ = —s und dt = —ds substituieren und im zweiten

Summanden die Integrationsvariable s durch ¢ ersetzen,
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ausnutzen, dass Kosinus eine gerade Funktion ist, und dass sich bei der Ver-
tauschung der Integrationsgrenzen das Vorzeichen des Integrals umkehrt,
Summe und Integration vertauschen,

t = 2s und dt = 2ds substituieren,

das Lemma 3 mit x = 2s anwenden.

) w/2
f/ Ko(t) dt =
T Jo

Beweis. Wir betrachten die konstante Funktion f(x) = 1 und wenden Lemma 4

an:
92 /2 1 1 9 /2
To(z)=1= f/ kL dt = 7/ Ko (t) dt
™ Jo 2 ™ Jo

Lemma 5. Wenn f stickweise stetig im Intervall [a,b], dann gilt

b
lim f(t)sin(nt) dt = 0.

n—oo
a

Folgerung 2. Es gilt

Beweis. Wir zerlegen das Intervall [a, b] in endlich viele Intervalle, in denen f stetig
ist. So reicht es, die Aussage fiir stetige Funktionen f zu beweisen. Zu jedem ¢ > 0
und jedem x € [a, b] gibt es ein e, > 0 mit | f(y)—f(x)] < d fir alle y mit |[y—z| < e,.
Da das Intervall [a, b] kompakt ist, gibt es endlich viele z;, so dass die Vereinigung
der £,,-Umgebungen von z; das Intervall [a, b] iberdecken. Damit erhalten wir

:c]Jra]
/ f(t)sin(nt) dt = / f (@) sin(nt) dt = Z/ ) sin(nt) dt

]

xj—&-aj

_ Z / — f(ay) + f(x;)) sin(nt) dt

JTE

Tjte; zj-&-sj
= Z/ (f(t) — f(x;))sin(nt) dt + Z/ f(x;)sin(nt) dt.

j Tj—Ej
Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich

zj +€7

< Z Ix — F(wy)|sin(nt)] dt

Tj—Ej

) sin(nt) dt

zj+e;
Z / f(z;)sin(nt) dt

i TEj
zjte;
/ sin(nt) dt
x

JTE

zjte;
/ sin(nt) dt|,
xr

i€

da |f(t) — f(z;)] < 0 auf dem jeweiligen Integrationsintegral, |sin¢| < 1 und mit
M =max{f(z): x € [a,b]}.
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Auf jedem abgeschlossenen Intervall [c,d], z.B. [¢,d] = [x; — €,z + ¢;], gilt

/d sin(nt) dt| = —l[cos(nt)}d < 1
. | on ‘I n’
da |cosz| < 1. Damit gilt
’ M
/ f@)sin(nt)dt| < o(b—a)+ —
a n
und
b
M
lim f(®)sin(nt)dt = lim — =0,
n—oo a n—oo N
da 6(b — a) beliebig klein gewihlt werden kann. O

Satz 2 (Punktweise und gleichméfiige Konvergenz der Forurierreihe). Fiir jede
stiickweise stetige, stiickweise stetig differenzierbare, 2mw-periodische Funktion f kon-
vergiert die Fouriereihe von f punktweise gegen

fx) , falls f stetig in x
L(f@@™)+ f(z7)) ., falls © Sprungstelle von f

Die Fourierreihe konvergiert auf jedem abgeschlossenen Intervall ohne Sprungstellen
gleichmdpfig.

Hier bezeichnen f(21) und f(27) den rechts- bzw. linksseitigen Grenzwert von
f an der Stelle x.
ag

Beweis. Wir betrachten die Differenz zwischen Fourierpolynom T),(z) = % +

>or_y ak cos(kz) + by sin(kz) und behauptetem Grenzwert (f(z™) + f(z7))/2:

fh) - f=7) :2/g flx+2t) + flz —2t) — f(a") = fz7)
2 T Jo 2

To(z) — K, (t)dt.

Der Integrand

flo+2t) + flz—2t) - fla) = fla7) . )
2 n

_ (fet2) - f@F) | fla—2t) - f(z7)
_< 2t * 2t >

t
—sin((2 1
sintsm(( n+ 1)t)

ist stetig auf dem Intervall [0, 7/2]. Fiir ¢ # 0 ist dies klar, fiir ¢ = 0 folgt dies aus

fla£2t) — f(a*)
2t

Mit Lemma 5 erhalten wir die punktweise Konvergenz

i 7 () _ 1D = F)

n—oo 2

= f'(z¥).

t
lim — =1, und lim
t—0 sint t—0
=0.

Aus dem Beweis des Lemmas 5 folgt, dass die Konvergenz aus jedem abgeschlosse-
nen Intervall ohne Sprungstellen von f gleichméfig ist. O
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Beispiel 16 (Fourierreihe des Sidgezahns). Die Fourierreihe der 2m-periodischen
Funktion f : R — R, f(z + 2kn) =  mit k € Z und = € [—m,7) konvergiert
punktweise gegen die Funktion

0 (z=-mkeZ)

2%
vk {x (x € (—m,7),k € Z)

Das bedeutet, dass fir z = (2k + 1)m mit k¥ € Z die Fourierreihe von f nicht
gegen f(x) konvergiert, sondern gegen den Mittelwert des rechts- und linksseitigen
Grenzwertes von f im Punkt (2k+1)7. Aber in z = 7/2 konvergiert die Fourierreihe
gegen f(z) und wir erhalten eine Reihenentwicklung fiir 7 durch

f(ﬁ/Q):g:2Z(_l) +1Sln n7r/2 22 2m+1+1ﬂ
m=0

A 2m +1
T o (_1)m
4 Z 2m+ 1

1.8. Integration von Fourierreihen. Da die Konvergenz der Fouriereihe einer
stiickweise stetigen und stiickweise differenzierbaren Funktion auf jedem Stetigkeits-
intervall gleichméfig ist, kann man die Fourierreihe auf diesen Intervallen gliedweise
integrieren.

Beispiel 17 (Fourierreihe der Dreiecksfunktion). Aus Beispiel 14 wissen wir, dass
die Fourierreihe

sin(2m + 1)z
- Z om T+ 1 = =X (-m0) T X(0,7)

also punktweise gegen dle 27r—per10dlsche Funktion g mit

1 ,x € (0,m),keZ
glx+2rk)=<¢ -1 ,ze (-7 0)),keZ
0 ,ze{-m0}LkeZ

konvergiert. Da die Konvergenz auf jedem abgeschlossenen Intervall, das keine ganz-
zahligen Vielfachen von 7 enthélt, gleichméfig ist, erhalten wir durch gliedweise
Integration die Fourierreihe von [ g(z)dx = f(z), wobei f(z) die Dreieckskurve
aus Beispiel 7 ist. Nur den Fourierkoeffizienten ag der Fourierreihe von f kénnen
wir nicht durch Integration der Fourierreihe von g bestimmen. Wir berechnen

1" 1
aozf/ |z|de = —72 = 7.
T 7r

—T

Also

fl@)=lz[=5—= Z s 27271m+—i1) ?) auf [—m, 7]

und die Fourierreihe der Dreleckskurve f konvergiert auf ganz R gleichméfig gegen
f, da f stetig ist.

Beispiel 18 (Fourierreihe der 27-periodischen Fortsetzung von z?). Die Fourierreihe
der 2m-periodischen Fortsetzung von f : [—m, ] — R, f(x) = 22, erhalten wir durch
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Integration des Doppelten der Sigezahnkurve, da (22) = 2z. Also

fla) = %/ xdx—|—2/ Z n+151nnw) 7_'_42 cosmc'

Warnung: Auch auf einem abgeschlossenen Stetigkeitsintervall gilt f'(z) ~
(>0 | ancos(nz) + by sin(nz)) = >°° | —a,nsin(nz) + byncos(nz) nur, wenn
f stetig ist. Zum Beispiel ist gilt zwar 2’ = 1 auf dem Intervall (—x,7) aber die
Ableitung der Fourierreihe der Sigezahnkurve ist

23 (1)t (Smm) - 22 1)"*+ cos(nz) £ 1,
n=1

also nicht die Fourierreihe der konstanten Funk‘mon flz)=1.

Satz 3. Wenn f L-periodisch, f'(z) stickweise stetig und

f(z) ~ C;—O + Z ap, cos(nwx) + by, sin(nwx),

n=1
dann
1 L/2 1 o0 n -1 n+1 bn
f(z) ~ T /_L/2 f(z)dx + - ngl % sin(nwx) — - cos(nwz).

Beweis. Der Summand fLﬁz

der Funktion f. Auflerdem gilt

f(x)dzx ist der konstante Anteil der Fourierreihe

an . bn .
— = n de, —— = [ b, d
_” sin(nwx) /a cos(nwz) dx . cos(nwz) / sin(nwz) dx

und apz/2 = [ ap/2dx mit L = 27 /w. Die Fourierreihe der L-periodischen Fortset-
zung von x — x fiir —L/2 <z < L/2 ist

n+1

Z sin(nwz).

O

1.9. Komplexe Darstellung der Fourierreihe. Wir betrachten eine komplex-
wertige, 2m-periodische Funktion f, also f : R — C und f(z + 27k) = f(z) fiir
alle x € R und &k € Z. Da f = R(f) + iS(f), erweitern wir die Definition einer
Fourierreihe fiir komplexwertige Funktionen in natiirlicher Weise.

Definition 6. Die Fourierreihe eciner 2m-periodischen, komplexwertigen, inte-
grierbaren Funktion f ist

oo
a
?0 + Z ap, cos(nz) + by, sin(nx)
n=1
mit den Fourierkoeffizienten a,,b, € C gegeben durch
1 (" 1 [
ap = — f(x)cos(nx) dz, b, =— f(x)sin(nx) dx.
™) _x L
Alle Sétze iiber Fourierreihen reellwertiger Funktionen, insbesondere die Konver-
genzaussagen, iibertragen sich auf Fourierreihen komplexwertiger Funktionen. Wir
kénnen die Fourrierreihe auch mit Hilfe der Grundfunktionen e® schreiben.
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Satz 4. Es seil
%
2

die Fourierreihe einer 2mw-periodischen, integrierbaren Funktion f : R — C. Dann
gilt

f~

+ Z anp, cos(nz) + by, sin(nx)
n=1

. _ 1 (7 .
@y, cos(nx) + by sin(nx) = cpe™ + c_pe™ " mit ¢, = o / f(x)e " daVk € Z.
T —T

Beweis. Es gilt
1

cos(na) = R(e™) = 3 (e + )
; 1 . )
Sin(nz) = S(eznz) — i(elnfb o efznz).
21
Also erhalten wir
n, i I by »
Qn COS(’I’L%) + bp Sin(nx) = %(e“m + e—znm) _ %(eznx —e zn;c)
= @einx + we—irm
el o Lo
% =5 f(z)(cos(nz) — isin(nx)) dx = o F(z)e ™= da
w - 2i /” f(z)(cos(nx) 4 isin(nz)) do = 21 " F(x)e® dz
o T )

O

Definition 7. Die komplexe Darstellung der Fourierreihe einer 2mw-periodi-
schen, integrierbaren Funktion f ist die Reihe

s

i , >0 , , 1 .
Z e =co+ ;(cnemx +copne” ™) mit ¢, = Py f(x)e_“”’ dzVk € Z.

n=-—oo -7

Es gelten fiir alle k € N die Beziehungen
ar — b ap + b
(4) C — %, C_ — %, ap = 23?(%), bk = —2%(Ck).

Beispiel 19. Wir berechnen die komplexe und die reelle Form der Fourierreihe
der 27-periodischen Fortsetzung der Funktion f : (—m,7) — R, f(x) = e**, mit
a € R\{0}. Da f auf dem Intervall (—, ) stetig ist, gilt dort e** = >"°° Ccpei®

mit A
1 [7 . 1 (7 - 1 1 e |
Cn = 0T o TINT J0 7/ e(ocfzn)a:dl, _ : e(ocfzn)x
2 J_, 2 J_, 2m la—1in _ﬂ
1 ) )
—_ (a—in)w _ —(a—in)w
2m(a — in) (e ¢ )
1 _ (a+in)(—1)" .
e—— n(, am __ amy _ A\ VN 2T h
2m(o — in) (=1)"(e ™) (a2 + n2) sinh (o),
also
et = Z latin)(=1" sinh(am)e™®

(a2 + n?)
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und
2n sinh(am)(—1)"
(a? + n?)

eaw

sinh(am) = 2asinh(am)(—1)"
N Z m(a? +n?)

cos(nx) +

sin(nx).

iyey
n=1

Die Orthogonalititsrelationen lassen sich mit Hilfe der Grundfunktionen e™*
besonders elegant schreiben. Es gilt

1 T —— 1 o i 1 (n=k)
_ T ik o — 1(n—k)a,d _ 4
27 S /—W ‘ ’ %i(nl—k) [e'=Re]m =0 (n#k)’

da €' = e,

Satz 5 (Besselsche Ungleichung). Fir jede 2w-periodische, stiickweise stetige Funk-
tion f mit der Fourierreihe

f~—+2ancosnx)+b sin(nx) Z Cpe™®

2 = n=—oo
gilt fiir jedes N € N die Besselsche Unglezchung
|a0|2 - 2, 2 " 2
Z |an|? + 1bn]?) = 2 Z len|” < \ (z)|" de.

n=1 n=-—oo

Beweis. Wir betrachten die endlichen Partialsummen der Fourierreihe Sy(x) =
Ziv:_N cne™®. Es gilt

1 N a N
o | f() ()dx: Z o | f( e " dr = Z CnCpn = Z lenl®
n=—N n=—N

= Sy (@)Sh(@) Z et = ;N|cn|2
und damit

0< 5 [ 15 = Sw@de = oo [ (@) =~ Sx (@)@ — S @) da

— 27

=§ 1@ - Sw(@) e do = %/ )P - Z eal?

fiir alle N € N. O

1.10. Rechenregeln - zweiter Teil. Mit Hilfe der komplexen Darstellung der
Fourierreihe 148t sich die Berechnung der Fourierreihe einer Funktion vereinfachen.
Es sei f ~ co+ Y ooy Cn€™ + c_pe”™* die Fourierreihe einer 2m-periodischen,
integrierbaren Funktion f.

1.10.1. Konjugation. Die Funktion g : R — C, g(t) = f(¢), ist ebenfalls 27-
periodisch und integrierbar und hat die Fourrierreihe

oo

o0
f(t) ~ o+ Zmeint +a67int _ Z Heint7

n=1 n=—oo

denn f(t)eint = f(t)e ",
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1.10.2. Zeitumkehr. Die Funktion g : R — C, ¢(t) = f(—t), ist ebenfalls 27-
periodisch und integrierbar und hat die Fourrierreihe

o0 o0
f(—t) ~ Co + Zc_neint + cne—int — Z c_neint

n=1 n—=—oo

denn
f)e ™ at = — f(=z)e™® do = f(=z)e™ da.

—T T —T

1.10.3. Verschiebung im Zeitbereich. Die Funktion g : R — C, g(t) = f(t + a) mit
a € R, ist ebenfalls 2m-periodisch und integrierbar und hat die Fourrierreihe

ft+a)~ Z (e, e,
denn
s ) T+a ) ) P ‘
f(t + a)efznt dt = / f(x)ef'”l(w*a) dx = '@ f($)€72nw dx
- —n+a —r

und der Integrand ist 27-periodisch.

Beispiel 20 (verschobener Rechteckimpuls). Fiir eine relle Zahl a € (0,7) wollen
wir die Fourierreihe der Funktion g : R — R

1 firte[—a,m—a),keZ
0 firte[-m—a)U[r—a,m),keZ’

g(t + 27k) = {

also die 2m-periodische Fortsetzung der charakteristischen Funktion Xx_[4 r—q) auf
dem Intervall [—m, 7) berechnen. Es gilt g(¢t) = f(t+a), wobei f der Rechteckimpuls
aus Beispiel 5 und Beispiel 9 ist. Also f(¢t) = 1 fiir z € [0,7) und f(¢t) = 0 fiir
x € [—m,0) mit der Fourrierreihe

+ Z 2 Sln 2m+ ].) ) 1 n 7 i e*i(2m+1)w _ ei(2m+1)z
s 2m + 1 ) T (Qm + 1)

m=0 m=0

Mit der Formel fiir die Verschiebung im Zeitbereich erhalten wir die komplexe Form
e—i(27n+1)ae—i(2m+l):c _ ei(2m+1)aei(27n+l)x

(2m+1)

o) = f+a)~ 5+

m=0

oder mit Hilfe der Additionstheorme die reelle Form

g(t) = f(t+a) ~ % + Z %Sin((%zz;:i)(lx +a)
12 — sin((2m + 1)a) cos((2m + 1)z) + cos((2m + 1)a) sin((2m + 1)a)
e > 2m+1 .

m=0
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1.10.4. Verschiebung im Frequenzbereich. Die Funktion g : R — C, g(t) = e™** f(¢)
mit k € Z, ist ebenfalls 27-periodisch und integrierbar und hat die Fourrierreihe

e E(t) E: Cn—ge”

n—=—oo

denn

/ eiktf(t)efint di = f( ) —i(n—k)t dt.

1.11. Das periodische Faltungsprodukt.

Definition 8. Das Faltungsprodukt f * g zweier stiickweise stetiger, 2m-perio-
discher Funktionen f und g ist die 2mw-periodische Funktion

(Pt = o [ 1~ 2)ge)d

Lemma 6. Das periodische Faltungsprodukt ist assoziativ, distributiv und kommu-
tativ, d.h. fiir stickweise stetige, 2mw-periodische Funktionen f,g,h gilt

frlgeh)=(fxg)xh, [frlg+h)=(f+g)+(f+h), frg=g*][
Beweis. Es gilt

(Fra)t)= o [ 7t~ w)gla)dr = —% (e =y
——5 [ttty /f v)dy = (g F)(0)

mit der Koordinatentransformation y =t—=z,da f und g 27-periodische Funktionen
sind.
Das Distributivgesetz f*(g+h) = (f*g)+(f*h) folgt direkt aus der Addititvitéit
des Integrals [ f(t — z)(g(z) — h(z))dz = [ f(t — x)g(x)dx — [ f(t — 2)h(z) dx.
Zum Beweis des Assoziativgesetzes bendtigen wir einen Satz iiber die Vertausch-
barkeit der Integrationsreihenfolge aus der Integralrechnung mehrerer Verénderli-
cher. Damit gilt

[ (gxh)(t)

o [ se-ag= i@ s
i/ﬂ f(t—w)i/ﬂ 9(x —y)h(y) dy dz

:WL 4ft—x gle — y)h(y) dy de

47T2/—7r _Wf (t —2)g(z — y)h(y) dx dy
1

ZQW - hy)gs f(t— —(r—y))g(x —y)dxdy
:% _:h(y)glﬁ/ﬂ yyf(t—y—i)g(fc)djdy
o R =y —)g(®)dzdy

o o 27
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= o [ g0t = dy = (595 WO

2 J_,

O

Satz 6. Das periodische Faltungsprodukt gldittet, d.h. wenn f eine (stickweise)
stetige und g eine k-mal (stiickweise) stetig differenzierbare Funktion ist, dann ist
auch f * g eine k-mal stetig differenzierbare Funktion.

Beweis. Wenn f (stiickweise) stetig ist, so ist f auf dem Intervall [—m, 7] beschrinkt
durch eine Konstante S. Auch jede der Ableitungen g ist auf dem Intervall [—, 7]
durch eine Konstante M) beschriinkt. Also gilt

()~ (190 = o | [ (ol =) =gl - 2)) ) d
S;/_7;|g(t+h—x)—g(t—x)|dx
:h% :f lg'(t — x + &h)|dx

usw. nach dem Mittelwertsatz fiir g. Das Integral iiber ein kleines Intervall um eine
Sprungstelle 1o von g@) schitzt man durch

Yot+h _ )
/ o+ 6 6) — g0 dy < )
Yyo—

ab. Auf den restlichen Intervallen ist die zu integrierende Funktion stetig und man
hat gleichméfige Konvergenz, also

s s

}llirr%) lg(t+h—2)—g(t—=z)|dz =0, }llirr%) lg'(t+Eh—x)—g(t—2)|dx =0....

(]

Satz 7 (Fourierreihe des Faltungsprodukts). Wenn f und g stickweise stetige,
27 -periodische Funktionen mit den Fouriereihen

o0 o0
[~ E cre™ und g ~ E de™®
k=—o00 k=—00

sind, dann hat das Faltungsprodukt f + g die Fourierreihe

o0

f * g~ Z dekeikm.

k=—o00

Beweis. Es gilt

i i (f * g)(ac)e*zk:v dx = i T ( ™ f(t B x)g(x) dl’) e—ikt dt

2 J_ . 27 _ﬂ% o
L e (LT —int ikz
=5 77Tg(:c)e <27T [W fit—x)e e dt) dx
_ 1 ke (LT e\ k()
=5 77Tg(:c)e (277 » flt—2a)e dt) dx
= % ! g(x)e * ey do = ;—; :g(m)e_“m dx = cpdy.

—T
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1.12. Vollsténdigkeit und Eindeutigkeit.

Satz 8 (Vollstindigkeitssatz). Es sei f : R — C eine 2w-periodische, stiickweise
stetige Funktion. Wenn f in den Sprungstellen die Mittelwertbedingung erfillt,

fl#) = S(F@) + @) Vo eR,

und alle Fouerierkoeffizienten von f verschwinden,

1 (7 ;
o | f(x)e™®de =0 VneZ,

dann gilt f(x) =0 fir allet € R.

Beweis. Natiirlich gilt der Satz fiir stiickweise stetig differenzierbare Funktionen f,
weil dann die Fourierreihe von f punktweise gegen f konvergiert.

Angenommen f(xg) > 0 in einer Stetigkeitsstelle zo. Dann falten wir f mit einer
yceut-off“-Funktion ¢. D.h. ¢ ist glatt, 2m-periodisch, ¢(zp) = 1 und verschwindet
auBerhalb einer kleinen Umgebung Uy von g, auf der f positiv ist. Nach der For-
mel fiir die Fourierkoeffizienten des Faltungsproduktes (Satz 7) verschwinden alle
Fourierkoeffizienten von f *¢. Dies ist ein Widerspruch, da die Funktion f %y stetig
differenzierbar ist, also durch ihre Fourierreihe dargestellt wird, und

(Fe@)eo) =5 [ Flao—a)pla)dr= o [ Flao—)pa)dz> 0.
T ) 27 Ju,

]

Folgerung 3 (Eindeutigkeitssatz). Haben zwei stiickweise stetige Funktionen die-
selben Fourierkoeffizienten und erfillen die Mittelwertbedingung an allen Sprung-
stellen, so sind sie identisch.

Beweis. Die Funktion f — g erfiillt die Voraussetzungen des Vollstandigkeitssatzes.
O

Folgerung 4 (Konvergenz der Fourierreihe des Faltungsproduktes). Es seien f und
g zwei stickweise stetige, 2m-periodische Funktionen mit den Fourierreihen f(x) ~
o € bzw. g(x) ~ >0 d,e™. Dann konvergiert die Fourierreihe des
Faltungsproduktes f = g stets gleichmdfig und es gilt

o0

(fxg)t) = Z Cndpe™.

n=—oo

Beweis. Aus 0 < (|c,|—|dy|)? folgt 2|cndn| < |cnl?+|dy|?. Aus der Besselschen Un-
gleichung, Y07 [en|* + |du|? < 5= /7| f(@)[* + |g(2)|? dz, folgt, dass die Reihe

— 27

>0 o Cndne™ gleichmiBig konvergiert, da |c,d,e™| = |c,d,,|. Mit dem Eindeu-
tigkeitssatz folgt dann, dass das Faltungsprodukt f % g durch seine Fourierreihe
dargestellt wird. O

Folgerung 5 (Vollstiindigkeitsrelation, Parsevalsche Gleichung). Fiir zwei stiick-
weise stetige, 2m-periodische Funktionen f,g : R — C mit den Fourierreihen
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flz) ~ 30 cne™ und g(z) ~ Y00 dne™ gilt:

®) > di= g [ f@ieds
(6) S leal =5 [ ls@)P da

Beweis. Wir betrachten die Faltung der Funktionen f und h mit h(z) = g(—=z).
Die Funktion h entsteht durch Zeitumkehr und Konjugation aus g. Also hat h die
Fourierreihe h(x) ~ Y07 d_(_,)e™* = ZOO d,e™*. Darum gilt

n—=—oo

(f = / f(@)h(t — z)dx i f() (x —t)dz ~ Z Cndn €’

27 W
Die erste Gleichung folgt mit ¢ = 0 und die zweite Gleichung mit f = g. O
Die Gleichung
0o 1 T
3 el =g [ @

heifit Parsevalsche Gleichung. Thre reelle Form ist fiir reellwertige, stiickwei-
se stetige, 2m-periodische Funktionen f : R — R mit der Fourierreihe ag/2 +
>0 | an cos(nx) + by, sin(nz) ist

laol® | < 2 o _ L [T 2
fl@) ~ =5 +n§::1|an| = RO

2

Beispiel 21 (Reihenentwicklung fiir 7 aus der Fourierreihe der Sdgezahnkurve).

Auf dem Intervall (—m, ) gilt
1 n+1

o0
Z sin(nx).

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt
001_17"2_].37‘__22 001_12
4;73271-/#»% dx—g[:ﬂ]—ﬂfgﬂ, alsof;ﬁiéﬂ

1.13. Fourierreihenansatz bei Differentialgleichungen. Wir betrachten linea-
re Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und periodischem inhomo-
genem Anteil der Form y” + w3y = f(x) mit wy > 0, wobei f eine L-periodische,
stiickweise stetige und stiickweise glatte Funktion ist.

Da das zur homogenen Differentialgleichung 4" + w3y = 0 gehérende charakteri-
stische Polynom A2 +w? die komplexen Nullstellen +iwy besitzt, hat die allgemeine
Losung der homogenen Differentialgleichung y” + w3y = 0 die Form

yn(x) = 1 cos(wox) + co sin(wox)

mit Konstanten ci,co € R.
Wir entwickeln die Funktion f in eine Fourierreihe

flx) = AO + ZA cos(nwz) + By sin(nwz), w=—

n=1
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und machen fiir die spezielle Lésung der inhomogenen Differentialgleichung y” +
woy = f(x) einen Fourierreihenansatz mit der Periode L:

o0
a
y(x) = ?O + 7; ap, cos(nwx) + by, sin(nwx)
Setzen wir diesen Ansatz in die Differentialgleichung ein und nehmen an, dass die
Reihe zweimal stetig differenzierbar ist. So erhalten wir

Ay =

0= -5 - ngl A, cos(nwz) + By, sin(nwx)
s 1

+ <a20 + nz::l an cos(nwz) + by, sin(nwx))

a o0
+ w? (0 + Z an, cos(nwx) + by, sin(nwx))

2 n=1
woao — Ao Z

—n2w? ) an — Ay) cos(nwz)

+ Z — n2W? b — Bn) sin(nwz).

Falls wg # nw fiir alle n € Z (keine Resonanz), so kénnen wir aus dieser Reihen-
entwicklung die Koeffizienten a,, und b,, bestimmen. Es gilt

AO An Bn
o Un = T3 bn = —

ap = —_— —_——s.
w? wi — n2w?’ wi — n2w?

Falls wy = kw fiir ein k € Z (Resonanz), so dndern wir den Ansatz in

y(x) = a0 4 Z ap, cos(nwx) + by, sin(nwx) + apx cos(kwx) + by sin(kwz)

2 n=1,n#k
und erhalten fiir die speziellen Koeffizienten ay und by die Gleichungen
Ay, cos(kwz) + By sin(kwz) = —2aikw sin(kwx) 4 2bgkw cos(kw),
also ar, = —By/(2kw) und by, = Ay /(2kw).
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2. ORTHONORMALSYSTEME

Wir werden sehen, dass die Fourierkoeffizienten ,,nur* die Koordinaten der Funk-
tion beziiglich eines rechtwinkligen Koordinatensystems sind.

2.1. Vektorrdume.
Definition 9. Ein reller (komplexer) Vektorraum V ist eine Menge mit zwei
Operationen, der Addition von Vektoren
(v,w) v+ w firv,weV

und der Multiplikation von Vektoren mit Skalaren

(Mv)—= o firveV, AeR (A e C),
s0 dass v +w = w4+ v, AMw +v) = dw + v und A(pv) = (Ap)v fir alle v,w € V
und A\, pp € R (bzw. C).

Beispiel 22. Der R", der Raum aller n-Tupel reeller Zahlen, ist ein reeller Vektor-
raum. Addition und Skalarmultiplikation sind komponentenweise definiert, also
@1y )+ W1y Un) = (@14Y1, - Tt Yn), MA@, x0) = Az, .00, AXy)
fir alle l‘j,yj,/\ e R.

Beispiel 23. Der C", der Raum aller n-Tupel komplexer Zahlen, ist ein komplexer
Vektorraum. Addition und Skalarmultiplikation sind komponentenweise definiert,
also

(1, )+ W1y Un) = (@14Y1, - Tt Yn), M@1,...,20) = (Az1,..., Axy)
fiir alle z;,y;, A € C.

Beispiel 24 (Vektorraum stetiger Funktionen). Auch die auf einem Intervall stetigen
Funktionen bilden einen Vektorraum. Die Summe zweier Funktionen f und g ist
definiert durch (f + g)(z) = f(x) 4+ g(x). Die Multiplikation einer Funktion f mit

einer reellen oder komplexen Zahl X ist die Funktion (Af)(z) = Af(z). Aus der
Stetigkeit von f und g folgt die Stetigkeit von f + g und A\f.

Wir benutzen die Bezeichnungen C([a, b], R) und C([a, b], C) fiir die Vektorrdume
reellwertiger bzw. komplexwertiger stetiger Funktion auf einem Intervall [a, b].

2.2. Normierte Vektorrdume. Wir méchten die Lénge von Vektoren bzw. den
Abstand zweier Vektoren v und W, also die Lénge der Differenz v — w, messen
kénnen. Dazu definieren wir eine Norm auf dem Vektorraum.

Definition 10. Fine Norm auf einem reellen Vektorraum V ist eine Abbildung
V = R, v ||v||, mit folgenden FEigenschaften:
o Positivitdit: ||v]| > 0 fir allev eV und |jv]|=0<v=0

o Ahnlichkeit: || v|| = |\|||v]| fiir alle v € V und alle X € R
o Dreiecksungleichung: |[v + wl|| < ||v|| + ||w]|| fir alle v,w € V

Beispiel 25 (Euklidische Norm). Auf dem reellen Vektorraum R™ ist durch
[[(z1,.. x| =22+ ...+ 22
eine Norm definiert. Auf dem komplexen Vektorraum C™ ist durch

(21, szl = VIl + .+ 2P =Vaz + .. + 2nZn
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eine Norm definiert. Wir iiberpriifen die drei Eigenschaften Positivitit, Ahnlichkeit

und die Dreiecksungleichung. Sie folgen aus den entsprechenden Eigenschaften fiir
die Betragsfunktion der reellen Zahlen.

o Positivitét: Es sei = (x1,...,2,) ein Vektor im R™. Dann gilt ||z|| > 0,

da :v? > 0 fiir alle j. AuBerdem gilt ||z|| = 0 genau dann, wenn z; = 0 fiir

alle j, also z = 0.
e Ahnlichkeit: Fiir A € R gilt

|Az|| = VIAZ1 2+ a2 = V2|2 2+ AR 2a)?
= VIAR(z1? + . 4 [zal?) = MV + . ] = [A]]]2]]

e Dreiecksungleichung: Fiir zwei Vektoren x,y € R mit z = (z1,...,2,) und
Y= (Yy,---,Yn) gilt:
0< Z(%yk — zy;)°
J#k
2 Z Ty TkYk < Z T3y + a2y;
7k 7k

n n
Z LY TeYk < Z 23yi

Jk=1 j,k=1

n
> wiymeye < (@ 4+ 2l 4+ vh)
j k=1

n
23 ajy; <2 x§+...x%\/y%+...+y,%
j=1

(@1 +y)’ 4. @t yn)? <D 2T+ Y +2 x§+...x%\/y%+...+yg
j=1 j=1

[l +yl[* < lll* + [lyl1* + 2|1l
|z +yll < [l=[] + [lyl|

Beispiel 26 (Maximumnorm). Auf den Vektorrdumen C([a,b],R) und C([a,b],C)
ist durch || f|oo := max{|f(z)| : « € [a, ]} eine Norm definiert.

Auch auf den endlich dimensionalen Vektorrdumen R™ und C™ kann man durch
[|(z1,...,2n)|| == max{z; : j = 1,...,n} eine Norm definieren, die der Maximum-
norm auf dem unendlich dimensionalen Vektorraum C([a, b]) entspricht.

Wir iiberpriifen Positivitit, Ahnlickeit und die Dreiecksungleichung fiir die De-
finition der Maximumsnorm auf C([a, b],R). Fiir alle f € C([a,b],R) gilt || f||c > 0,
denn |f(x)| > 0 fiir alle € [a,b]. AuBlerdem ist ||f||cc = 0 genau dann, wenn
|f(x)| = 0 fiir alle z € [a,b], also f = 0. Die Ahnlichkeit der Maximiumnorm folgt
direkt aus |Af(z)| = |A||f(x)] fiir alle A € R und z € [a, b]. Die Dreiecksungleichung
gilt fiir die Maximumnorm, weil max{|f(z) + g(z)| : = € [a,b]} < max{|f(z)|: z €
[a,b]} + max{|g(x)| : © € [a,b]} fiir alle f,g € C([a,b],R).

2.3. Umgebungen und Konvergenz. Wenn man den Begriff der Norm hat, dann
kann man Umgebungen (eine Topologie) definieren und Konvergenz diskutieren.
Einen Vektorraum, der mit einer Norm || || ausgestattet ist, nennt man einen nor-
mierten Vektorraum.
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Definition 11. Es sei (V,||||) ein normierter Vektorraum, ¢ > 0 und x € V. Die
e-Umgebung U, (x) von z ist die Menge aller Punkte in V', deren Abstand von x
kleiner als € ist, also

Ue(@) ={y eV :|lz—yll <e}
Definition 12. Es sei (V,|||]) ein normierter Vektorraum. Eine Folge {fn}nen C
V konvergiert gegen f € V, wenn zu jedem £ > 0 fast alle Folgenglieder in U(f)
liegen.

Die e-Umgebung beziiglich der euklidischen Norm in R™ ist wirklich ein offener
Ball vom Radius €. Die e-Umgebung beziiglich der Maximumnorm in R ist ein
offener Wiirfel mit Seitenldnge 2. Auf R™ und C™ fithren alle Normen zu adquiva-
lenten Konvergenzbegrifffen, auch wenn die e-Umgebungen verschieden aussehen.
Zur Maximumnorm auf C([a, ], R) gehort die gleichméfliige Konvergenz von Funk-
tionen.

Lemma 7 (Komponentenweise Konvergenz in R™). FEine Folge {xj}ren C R
konvergiert genau dann gegen y € R™ (beziiglich der euklidischen Norm), wenn
Tp = Tk, Thn), Y = (Y1,...,Yn) und fir jedes j = 1,...,n die Folge reeller
Zahlen {zk jren gegen y; konvergiert.

Beweis. Es gilt limg o ||zx — y|| = 0 genau dann, wenn limy_ o (2x,; — y;)? = 0
fiir alle j. ([l

2.4. Skalarprodukt. In vielen Féllen wird die Norm durch ein Skalarprodukt ge-
geben, das uns dann sogar erlaubt, Winkel und Léngen zu messen.

Definition 13. Fin Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum V ist eine Ab-
bildung (, ) :V x V — R mit folgenden Eigenschaften:
o Symmetrie: (v,w) = (w,v) fir alle v,w €V
o Linearitit: (A\v1 + Aove, w) = A {vy,w) + Ao(ve,w) fir alle vi,vo,w € V
und A1, Ao € R
o Positivitit: (v,v) > 0 fir allev € V und (v,v) =0 v =0.

Beispiel 27 (Euklidisches Skalarprodukt). Auf dem reellen Vektorraum R™ kennen
wir das euklidische Skalarprodukt (z,y) = >.'_, x;y; fir z = (z1,...,2,) und

j=1
Y= (Y1, Un)-

Beispiel 28 (Konvergenz im quadratischen Mittel fiir reellwertige Funktionen). Auf
dem Funktionenraum C([a, b],R) wird durch

b
(f.9) = / F(@)g(x) dz
ein Skalarprodukt definiert. Wir iiberpriifen
o Symmetrie: (f,g) = [ f(z)g(z) dz = [ g(x)f(x) dz = (g, f),

e Linearitét:

b
O fr + Nofarg) = / (2 (2) + Ao fa(2))g(2) da

a b b
:)\1/ fi(2)g(z) d:rJr)\z/ fa(2)g(2) dx

=M (f1,9) + X2(f2,9)
und
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e Positivitiit: (f, f) = [ f(z)2da > 0, da f(z) > 0 fiir alle « € [a,b], und
ff f(z)?dz = 0 genau dann, wenn f(x) = 0 fiir alle z € [a,b]. Hier ist es
wichtig, dass f stetig ist. Wenn f(x)? > 0 fiir ein x, so ist f(x)? > 0 in
einer Umgebung U von z und damit fab f(@)?de > [ f(x)?dz > 0.

Definition 14. FEin hermitesches Skalarprodukt auf einem komlexen Vektor-
raum V ist eine Abbildung (,):V x V — C mit folgenden Eigenschaften:

o Symmetrie: (v, w) = (w,v) fir alle v,w eV

o Linearitit: (Av1 + Aavg, w) = Ay (v, w) + Aa(va, w) fiir alle vi,ve,w € V
und )\1, X eC

e Positivitit: (v,v) > 0 fir allev € V und (v,v) =0< v =0.

Aus der Symmetrie und der Linearitét folgt fiir ein hermitsches Skalarprodukt
(v, A\w) = Mo, w) fiir alle v,w € V und A € C. Weiterhin sichern Symmetrie und
Linearitét, dass (v,v) € R fiir alle v € V und die Positivitdtsbedingung sinnvoll ist.

Beispiel 29 (Hermitesches Skalarprodukt auf C™). Auf dem komplexen Vektor-
raum C" kennen wir das hermitesche Skalarprodukt (z,w) = 377, 2;w; fiir z =
(#1,. .y 2n) und w = (w1, ..., wy).

Beispiel 30 (Konvergenz im quadratischen Mittel fiir komplexwertige Funktionen).
Auf dem Funktionenraum C([a, b], C) wird durch

b
() = [ sl do
a
ein hermitesches Skalarprodukt definiert.

Satz 9. Es sei (,) ein (hermitesches) Skalarprodukt auf einem Vektorraum V.
Dann definiert ||v|| :== \/{v,v) eine Norm auf V. Auferdem gilt die Schwarzsche
Ungleichung

[{(v, w)| < |v||||w]| fir alle v,w € V.

Beweis. Wir iiberpriifen die Eigenschaften der so definierten Norm:

e Positivitdt der Norm folgt direkt aus der Positivitdt des Skalarproduktes.

e Ahnlichkeit der Norm folgt direkt aus der Linearitiit des Skalarproduktes:
Xl = /O, A0y = /A2(0,0) = [Al/(0,0) = A=)

e Wir beweisen die Schwarzsche Ungleichung: Falls w = 0, so gilt die Unglei-
chung, weil (v,0) = 0 und [|0|| = 0. Falls ||w|| # 0, so betrachten wir den
Hilfsvektor h := w/||w]||. Es gilt

0 <|lv— (v, h)A|[* = (v — (v, h)h,v = (v, h)h)
0 < (v,v) — 2(v, h)? + (v, h)*(h, h) = (v,v) — (v, h)
(v,h)? < (v,0) = ||v]]?,

da (h,h) = 1. Nun setzten wir wieder h = w/||w|| und multiplizieren die
Gleichung mit [|w||?. So erhalten wir

(v, w)* < (v, v) = [[o]*[Jw]|*.

Durch Ziehen der Wurzel ergibt sich die Schwarzsche Ungleichung.
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e Die Dreiecksungleichung erhalten wir mit Hilfe der Schwarzschen Unglei-
chung:

v+ wl] = (v +w, v+ w) = /(v,0) + (w, w) + (v,w) + (w,v)
= VI + [[w] 2 + 2R((v,w)) < V/[[v]]? + [Jw]]? + 2[(v, w)]
< V[ + [Jw]]2 + 2[[ll[lw]] = /([[o]| + [[w][)2 = [|v]| + [|w]|

(]

Das Skalarprodukt (f,g) = [ f(z)g(z)dz induziert also die Norm |[|f]| =
J7_|f(z)?dz und eine Funktionenfolge {f,}nen konvergiert beziiglich dieser

Norm gegen eine Funktion f, wenn lim, . ||fn — f|| = 0. Da ||f, — f||* =
I | fa(z)—f(2)]? dz ist die Bezeichnung ,, Konvergenz im quadratischen Mittel* ge-
rechtfertigt.

Bemerkung 1. Die gleichméflige Konvergenz ist stérker als die Konvergenz im qua-
dratischen Mittel. Wenn eine Folge {f,}nen stetiger Funktionen auf einem Inter-
vall [a, b] gleichmiBig gegen eine Funktion f konvergiert, so konvergiert sie auch im
quadratischen Mittel gegen f, denn aus |f,(z) — f(z)| < ¢ fiir alle z € [a, b] folgt
f;(fn(x) — f(z)?dx < (b — a)e?. Die Umkehrung gilt nicht, wie man leicht an der
Folge {gn}nen C C([0,1],R) mit

_J1—nz firzecl0,1/n]
gn(®) = {0 tir x € [1/n, 1]

sehen kann, die zwar im quadratischen Mittel aber nicht punktweise gegen g(z) =0
konvergiert.

Definition 15. Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (). Zwei Vekto-
ren v,w € V stehen senkrecht aufeinander, sind orthogonal zueinander, wenn
(v,w) = 0. Ein Vektor v € V heifit normiert, wenn |[v|| = 1.

Beispiel 31 (Orthogonalitétsrelationen). Wir betrachten das Skalarprodukt aus
Beispiel 28 Die Vektoren sin(nz) und cos(ma) mit m,n € N stehen paarweise
senkrecht aufeinander als Elemente in C([—m,7],R) mit dem Skalarprodukt aus
Beispiel 28. Die Elemente sin(nz)/+/m und cos(nz)/+/m haben fiir alle n € N die
Lénge 1.

Die Vektoren e mit n € N stehen ebenfalls paarweise senkrecht aufeinander
als Elemente in C([—, 7], C) mit dem Skalarprodukt aus Beispiel 30. Die Elemente
ei"z/m haben fiir alle n € Z die Léinge 1.

2.5. Orthonormalsysteme.

Definition 16. FEs sei V ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt (, ). Eine Menge
von Vektoren {v;} C V heifft Orthonormalsystem, wenn die Vektoren normiert
sind und paarweise senkrecht aufeinander stehen, also (v;,vi) = k.

Beispiel 32 (Standardbasis in R™). Die Standardeinheitsvektoren e; = (1,0,...,0),
es = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) bilden ein Orthonormalsystem.



30 ANNETT PUTTMANN

Beispiel 33 (Harmonische Schwingungen). Beziiglich des Skalarprodukts aus Bei-
spiel 30 sind die Mengen

{jﬂ} und { <, - sin(na), = cos(ne) i € N |

Orthonormalsysteme.

Lemma 8. Fin Orthonormalsystem ist linear unabhdngig.

Beweis. Wenn Z;\;l a;v; =0und {v; : j =1,..., N} ist ein Orthonormalsystem,
dann0:<vk72§vzlajvj):ak firalle k=1,...,N. O

Bemerkung 2. Aus jeder Menge linear unabhéngiger Vektoren kann man mit Hilfe
des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens ein Orthonormalsystem konstru-
ieren.

Satz 10 (Besselsche Ungleichung). Es sei {v; : j € N} C V ein Orthonormalsy-
stem. Dann gilt fiir jedes v € V' die Besselsche Ungleichung

> v < loff?

JEN
und Zé\]:l(v, v;)v; ist die beste Approzimation von v im Untervektorraum, der von
{v1,...,un} aufgespannt wird.

Beweis. Es gilt
N N

N N
0§||U_Z<U vivi|* = (v, v5)v5,0 ZUUJ vj) = Z|UU1 )
Jj=1 Jj=1

j=1 j=1

da (v,v;) = (v;,v).

Um zu zeigen, dass Zjvzl (v,v;)v; die beste Approximation von v ist, miissen wir
die Differentialrechnung mehrerer Verdnderlicher benutzen. Wir wollen némlich die
Funktion f(a1,...,an) = |jv — Zjvzl a;jv;|[? minimieren. Eine notwendige Bedin-
gung fiir ein lokales Extremum der Funktion f ist das Verschwinden des Gradienten
(—2(v,vj) + 2a;)j=1,....n. Dies bedeutet a; = (v,v;). Man tiberpriift, dass fiir die-
se a; ein Maximum der Funktion f angenommen wird, da die Hessematrix von f
gerade 21d, also positiv definit ist. [l

Bemerkung 3. Der Vektor v — Z;y:1<v,vj>vj ist die Projektion von v in einen
Untervektorraum, der zum Orthonormalsystem {v; : j € N} C V senkrecht steht,
denn (v — Z;y:l(v,vj)vj,vw = (v,vg) — Z;V:l@,vj)(vj,vk) = 0 fiir alle k, denn
(v, 0k) = ji-

Definition 17. Ein Orthonormalsystem {v;};cs heifit vollstindig, wenn fir alle
v eV aus (v,v;) =0 V) auch v =0 folgt.

Beispiel 34 (Harmonische Schwingungen). Die Orthonormalsysteme

1

7T

sin(nx),

{\/ﬂem}n und {\ﬁ NG cos(na:):nEN}

sind vollstandig.
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Bemerkung 4. In unendlich dimensionalen Vektorrdumen kann es passieren, dass
eine unendliche Summe von Vektoren, z.B. Z;’;O<v,vj>vj, kein Element des Vek-

torraumes ist. Zum Beispiel ist jede endliche Uberlagerung von Sinusschwingungen
der Form

o N sin(nx)
fN(.T) =T 2 Z 7”/
n=1

eine stetige, 2m-periodische Funktion und damit ein Vektor in C([—m,7]). Fiir je-
des € R existiert der Grenzwert limy_. fnv(z) und die Funktionenfolge {fn}
konvergiert punktweise gegen die Sdgezahnkurve f mit f(z) = « fir € (—m,7)
und f(0) = f(£m) = 0. Jedoch ist diese Grenzfunktion f nicht mehr stetig. Man
kann den normierten Vektorraum C([—m, 7], R) durch Hinzufiigen der Grenzwerte
solcher Cauchy-Folgen vervollstéandigen.

Folgerung 6 (Parsevalsche Gleichung). Es sei {v; : j € N} ein vollstindiges
Orthonormalsystem. Dann gilt fir jedes v € V' die Parsevalsche Gleichung

oo
Dl =l
§j=0

Beweis. Der Vektor v — 3. ;(v,v;)v; ist senkrecht zu allen v;. Da das Orthonor-
malsystem vollstédndig ist, muss er der Nullvektor sein, also

0=lv=> (v,v)v5]] = (v = (v,v5)v5,0 = Y _(v,05)v;)

JeN JEN jeJ
= HUHQ - Z<U7Uj><vj7v> - Z <U7’Uj><1}7’0j> + Z<’U,’Uj><’0,’Uj>
jEN JEN JEN

> v = lol?,

JEN
da (v,v;) = (v;,v). O

Bisher haben wir fiir den Vektorraum C([—, 7], C) mit dem hermiteschen Ska-

larprodukt
1 (" —
<fvga > = % . f(l')g((b)dl’

die vollstéindigen Orthonormalsysteme {v/2,v/2sin(nx),v/2cos(nz) : n € N} und
{e""* : n € Z} kennen gelernt. Die Koordinaten einer Funktion f € C([-n,7],C)
beziiglich dieser Orthonormalbasis sind die Fourierkoeffizienten und man erhélt die
Fourierreihenentwicklung

Fa) = Yo (f emyetne.

ne”Z

2.6. Approximation stetiger Funktionen durch Polynome. Wir wollen ste-
tige, reellwertige Funktionen durch Polynome approximieren. Der Weierstraflsche
Approximationssatz sichert die Existenz einer approximierenden Folge von Polyno-
men, erkldrt aber nicht, wie man eine solche Folge konstruiert.

Satz 11 (Weierstraischer Approximationssatz). Zu jedem f € C([a,b],R) gibt es
eine Folge von Polynomen {py}nen, die gleichmdifSig gegen f konvergiert.
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Bemerkung 5. Wenn die Folge {p, }nen gleichmifliig gegen f konvergiert, so kon-
vergiert sie auch im quadratischen Mittel gegen f.

Die Menge der Monome {z7 : j € N} = {1,z,22,...} ist linear unabhingig.
Deshalb versuchen wir, aus dieser Menge ein vollstindiges Orthonormalsystem des
Vektorraumes C([a, b], R) zu konstruieren. Wir kénnen uns auf die Betrachtung des
Intervalls [—1, 1] beschrénken, weil durch die Substitution y = —1+2(z—a)/(b—a)
ein Isomorphismus C([a, b],R) = C([-1, 1], R) definiert wird

2.6.1. Legendresche Polynome. Zur Darstellung elektrostatischer Potentiale beno-
tigt man Legendresche Polynome.

Wir beginnen, mit Hilfe des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens ein
Orthonormalsystem {hn(z) :n € N}inC([-1,1],R) mit dem Skalarprodukt (f, g) =
f f(z)g(x) dz aus der Basis {h,(z) = 2™ : n € N} zu konstruieren:

1
- 1
|mm2=/ Lde =2, holz) = —
1

- 1 1
hi,ho) = —= dr =20
<1 Q> ﬂ[1$$

1
Il = [ atde=gdty =3 Ee) =5
-1 3 3 2

7 1 ! 2 _L 3 - “
(szj/x@_J@h_w§

hQ,hl \/7/ xT dl'_()

1\° L 2, 1 528 '
|hy — ——=hyl| = /(z2—> dx—/ m4—x2+dz—{z—x+x]
3\[ . 3 LY T3 Ty 5 9 9],
8

2
T9 45
~ 3 1 5 (3 1
ha(z) = f 2 2\/7 —z? -~
2f 3 2\2 2
Die Funktionen izo, hi und hy bilden ein Orthonormalsystem. Wir brechen das
Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren hier ab und zeigen, dass die Funktio-

nen h,, bis auf einen Normalisierungsfaktor die Legendreschen Polynome sind.
Fiir n € N ist das Lengendresche Polynom L,, vom Grad n definiert durch

L 4" 2y

2nn! dzm
Satz 12. Die normierten Legendreschen Polynome

{ Vv2n+1

V2
bilden ein Uollstandiges Orthonormalsystem in C([-1,1],R) beziiglich des Skalar-
produkte (f, g) f_ x)dz.

Ln(x) =

Ln:néN}
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Legendreschen Polynome orthogonal zueinander
sind. Fiir n > 0 gilt

(Lo, 1) = /1 Lu(@)de = o (@2~ )] =0,

1 2nn! -1

da z = 1 Nullstellen von ((z2 — 1)™)*~V sind. Fiir n > m > 0 erhalten wir

<%¢m:/LM@M@M=——L—/<M—UVWW—U>Wm

1 2ntmmlinl )

= gy ([ v -y

1 -1
_/ (((E2 o 1)n)(n71)((x2 o 1)m)(m+1) d.’t)
-1

— (—1)m+1 /1 (({,C2 _ 1)n)(n—m—1)(($2 _ 1)m)(2m+1) dr =0
2ntmmlnl J_4 ’

da x = +1 Nullstellen von ((z% — 1)")(®=*) sind und ((22? — 1)™)?m+1) = 0.
Durch partielle Integration 148t sich auch die Norm ||L,,|| berechnen:

[P

1 ! $2— my\(m) £C2— m\(m) T
g (@ = D@ =)

e N LRI
2m ' m ! m m

— (1) /<x—n<m+n dr
(2777,) 2m

- 22m(m!)2 (m + 1 .2m / (v+1)%dz

1 , 1 ometql P
- m dr 1 m—+1 —
92m /,1(“: 1) 22m a1 DT L =g

Da das Legendresche Polynom L,, den Grad n hat, liegen alle Monome 27 mit j €
N im Vektorraum, der von den Legendreschen Polynomen erzeugt wird. Aus dem
Weierstralschen Approximationssatz folgt dann, dass die normierten Legendreschen
Polynome eine vollstindiges Orthonormalsystem in C([—1,1],R) bilden. (|

Mit der Leibnizregel fiir die Ableitung erhalten wir

1
L —
n1(?) = 2n+1(n 4 1)!

N 2”1n! (2@ = )" + (1) (2 - 1)) )
= I'L;L(:U) + (n + 1)Ln(1‘)

((m2 . 1)n+1)(n+2) _
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Lo

ABBILDUNG 7. Die ersten vier Legendreschen Polynome

und
Lyi(x) = m (((x2 —1)"(2? — 1))(n+1))’
= m ((x2 -1 ((xQ — 1)n)(n+1) +2z(n+ 1) ((z2 -~ l)n)(n)
+n(n+1) (2% — 1)n)<"—1))’
— z?—1 " (n+2)x _, n4+2
- an(x) + L)+ Ln(2).

Aus diesen beiden Gleichungen fiir L;, , (x) ergibt sich Legendresche Differential-
gleichung

(7) 0= (x? = 1)L (x)+ 22, (x) —n(n +1)L,(z).
Ahnlich kénnen wir eine Rekursionsformel
(8) (n+1)Lpy1(x) = 2n+ )L, (z) —nly_1)

fiir die Legendreschen Polynome beweisen:

1

s (@ =)y

(n+ 1)Ly (2) =

1 i
- onpl ((n + 1)1‘(;1;2 _ 1) )( )

= 27}71' ((Qn + ]_);1;(1;2 _ l)n N TL:L‘(:ZZQ . 1)n)(n)

2] ((2” +Da((z? — D)™™ + (20 + Dn((a? — 1)) @D

(@ = 12 (@ — 1))
(2n + 1)z Lyp(x) —nly_1(z)

Abbildung 7 zeigt die Graphen der ersten vier Legendreschen Polynome.
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X
(X)=

Approximation der Exponentialfunktion
durch das Taylorpolynom zweiten Grades
und quadratische Legendre-Polynome v

ABBILDUNG 8. Approximation der Exponentialfunktion (schwarz)
durch das Taylorpolynom zweiten Grades (blau) und quadratische
Legendre-Polynome (rot)

Beispiel 35 (Approximation von e* durch quadratische Polynome). Die Linearkom-
bination Z?:O a;hj(z) mit a; = (f,h;) ist die beste Approximation von f(z) = e*
im quadratischen Mittel durch quadratische Polynome. Wir berechnen die Koeffi-
zienten ag, a1 und as

1z1_i6_6—1
" ) = / f = Sl = Z5e— e

3 1
hl / \/7mdx—\/7/ exdx—f([z ]1_1*/ emdx>
-1
3 -1
(e+e —e"+e ) =2 3¢
. 1 /5 !
(", ho) = = \/>/ ?(32% — 1) dx 2\/;<[—e”]11+[ez3x2]11—/ Gxexdx)
-1
1
:2\/;<—e—|—e +3e—3e! [Gxe] 1+/ 6ewdx>
-1
;\/E(Qe —2¢™1 — e — 6e~! + 6e — 6e~1) = ;\/E (2 — 14¢71)

und erhalten die quadratische Approximation

\}i(e—e \[+2\/> \/>:c+ \[2 — 14e7 ! ;\/2(32—1)

(2 — 14e™ ") (32® — 1)

('b

—_

e’ ~—(e—e” )+36_1x+

N |

8

- 3 33 4 1 15 1\ 9
e N—ie—&—ze + 3e x—l—z(e—?e )x
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ABBILDUNG 9. Die ersten vier Tschebyscheffschen Polynome

2.6.2. Tschebyscheffsche Polynome. Tschebyscheffsghe Polynome treten bei Tsche-
byscheff-Filtern der Elektrotechnik im Nenner der Ubertragungsfunktion auf. Wir
betrachten den Vektorraum C([—1,1],R) mit dem Skalarprodukt

0= G

Die Tschebyscheffschen Polynome T),(z) = cos(n arccos z) sind auf dem Inter-
vall [—1, 1] glatte Funktionen. Sie erfiillen die Orthogonalititsrelationen (T;,, T),,) =
0 fiir alle n # m, die Differentialgleichung (1 — 22)T (z) — 2T}, (x) + n*T,(x) = 0
und die Rekursionsformel T, 41 (z) = 22T, (z) — T,,—1(x), also To(z) = 1, T1(x) = z,
Ty(x) = 222 — 1, T3(x) = 22(22% — 1) — 2 = 423 — 3z. Abbildung 9 zeigt die ersten
vier Tschebyscheffschen Polynome.
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3. DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER VERANDERLICHER

Wir betrachten Abbildungen f : R™ D D — R™ wobei m,n € N und D ei-
ne (offene) Teilmenge von R"™ ist. Funktionen, die von mehreren Verénderlichen
abhiingig sind, sind z.B. die Ladungsverteilung im Raum p : R3 — R, oder die
kinetische Energie, die von der Masse und der Geschwindigkeit abhéngt.

Weiterhin muss man manchmal Funktionen mehrerer Verédnderlicher betrach-
ten, um FEigenschaften von Funktionen, die nur von einer Variablen abhéngig sind,
zu beweisen, z.B. die Assoziativitit des Faltungsproduktes und die Aussage, dass
Z;V:()(v, vj)v; die beste Approximation eines Vektors v beziiglich eines Orthonor-
malsystems {v; : j =0,..., N} ist.

Abbildungen nach R™ (m > 1) treten zum Beispiel auf, wenn man den Weg
eines Teilchens (im R?) beschreiben will.

3.1. Eigenschaften des R". Der R" ist die Menge aller n-Tupel reeller Zahlen.
Wir schreiben einen Vektor # € R™ als Spaltenvektor & = (1,...,2,)T € R™ mit
x; € R. Der R™ ist ein reeller Vektorraum der Dimension n, dimg R” = dimR" = n.
Die Standardbasis besteht aus den Einheitsvektoren €, so dass & = Z?Zl x;€; mit
eindeutig bestimmten Koeffizienten z; € R.

Der Vektorraum R"™ ist mit dem (euklidischen) Skalarprodukt (, ) : R™ x R™ —
R, (Z,9) = Y7y jy;, wobei T = (21,...,2,)" und § = (y1,...,yn)", ausge-
stattet. Die durch dieses Skalarprodukt definierte Norm ist die euklidische Norm
||Z|]| = /22 4+ ...22. Fiire > 0 und & € R™ ist die e-Umgebung U, (Z) eines Punktes
Z definiert als U.(Z) = {7 € R™ : ||Z — ¥]| < e}

Definition 18. FEine Teilmenge D C R™ heifit offen, falls es zu jedem Punkt ¥ € D
eine e-Umgebung U, (Z) gibt, die ganz in D liegt, also U.(Z) C D.

Eine Teilmenge D C R™ heifit abgeschlossen, falls ihr Komplement R™ \ D
eine offene Menge ist.

Eine Teilmenge D C R"™ heifit beschrinkt, falls es ein S € R gibt, so dass
l|1Z]] < S fir alle ¥ € R™.

Natiirlich sind R”, e-Umgebungen und die leere Menge @ offene Teilmengen des
R™. Auch unendliche Vereinigungen und endliche Durchschnitte offener Mengen
sind wieder offen.

Beispiel 36 (offene Intervalle). Fiir a;,b; € R mit a; < b; heifit die Teilmenge
{Z=(21,...,2,)T €R":a; <xj <b;Vj} ein offenes Intervall in R™. Falls n = 1,
so handelt es sich um das Intervall (aq,b;). Falls n = 2, so ist das Intervall ein
offenes Rechteck mit den Seitenléngen b; — a; und by — as. Falle n = 3, so ist das
Intervall ein offener Quader mit den Seitenléingen b; — a; fiir j = 1,2, 3.

Beispiel 37 (abgeschlossene Intervalle). Fiir a;,b; € R mit a; < b; heifit die Teil-
menge {Z = (1,...,2,)7 € R":a; < x; < b;Vj} ein abgeschlossenes Intervall in
R™.

Satz 13 (Komponentenweise Konvergenz). Eine Folge {Z, }men konvergiert genau
dann in R™ gegen T, wenn die n Koeffizientenfolgen gegen die Koeffizienten von &
konvergieren.
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B . . — _ T __ n — =
Beweis. Mit den Bezeichnungen Z,,, = (zm1,...,Tmn) = Zj:1 T, ;€ und & =
(x1,...,2,)T = E;‘l:1 x;€; erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksungleichung

n

n n
D@m= )% = | =] <D |[wm ;€ =256 =Y [wmj—;]-
j=1 j=1

j=1

| e — k| <

O

Folgerung 7. Wenn {Z, }men, {Un}men konvergente Folgen in R™ und { A, }men
eine konvergente Folge in R mit lim,, oo £y = T, iMoo Y = Y, liMyy 00 Ay =
A, dann gilt

Wm (Zo + Gn) = T+, lim Ap@n = AT

m— oo m—0oo

und
W (Zp, Gm) = (T, 4), Tm |7 || = [[7]].
m— o0 m—0o0

. o o n - n . n R n —
Beweis. Mit T = 3 7y 2565, § = 351 Yi€s Tr = D51 Th€s To = 251 Yk,i
erhalten wir

n

hm T + U *Z hm (k,; + Yi,5)€; fZ(xj—i—yj)e*j =Z+7,

Jj=1 Jj=1
n n
lim Ay = Y lim (A g)éy = Y (Az))&; = A,
k—oo 2 k—oo X
j=1 j=1
n n n
lim (Zk, §i) = lim fok,jyk,j = Z lim @ ;yk,; ijyj = (Z,7)
k— o0 k—o0 4 - k— o0 -
j=1 j=1 j=1
lim [|Z|[* = lim (&, &) = (T, &) = |||,
k—oo k—oo

O

Folgerung 8. Jede Folge in R™ hat hochtens einen Grenzwert. Jede beschrinkte
Folge in R™ hat eine konvergente Teilfolge. Jede Cauchyfolge in R™ ist konvergent
mn R™.

Beweis. Direkt aus den entsprechenden Resultaten fiir Folgen reeller Zahlen durch
Ubergang zu den Koordinatenfolgen. O

3.2. Beispiele und Darstellungshilfen. Um Funktionen f : R — R besser
zu verstehen, haben wir ihre Graphen {(z,y) € R : y = f(x)} skizziert. Auch
fir Funktionen f : R™ — R kann man den Graph definieren und betrachten
{(z1,...,2n,y) € R" oy = f(z1,...,2,)}. Aber dieser Graph ist (fiir n > 1)
keine Teilmenge des R? mehr und ldsst sich deshalb schlecht skizzieren.

3.2.1. Kurven. Kurven sind Abbildungen c : [a,b] — R™, c(t) = (c1(t),...,ca(t)T.
Statt des Graphen kann man sich das Bild der Kurve ¢ anschauen. also die Menge
{c(t) : t € [a,b]}. Man nennt diese Bildmenge auch Spur der Kurve. Dies ist beson-
ders hilfreich, wenn die Abbildung c injektiv ist und n = 2, 3. Kurven sind wichtig,
um eindimensionale Unterobjekte zu beschreiben, z.B. den Weg eines Teilchens in
Abhéngigkeit von der Zeit ¢.
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Beispiel 38 (Geraden und Strecken). Die Spur der Kurve ¢ : R — R2 ¢(t) =
(a1t, ast), mit a1, as € R ist eine Gerade in R?2. Schrankt man den Definitionsbereich
auf ein Intervall ein, so parametrisiert man Strecken. Besonders hiufig braucht man
eine Parametrisierung einer Geraden in der Nihe eines Punktes & = (z1,22)7. Sie
ist durch ¢ : (—e,e) — R?, ¢(t) = (z1 + a1t,v2ast), mit aj,a2 € R und € > 0
gegeben.

Beispiel 39 (Kreis). Die Spur der Kurve ¢ : [0,27] — R2, ¢(t) = (cost,sint)?, ist
der Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius 1.

Beispiel 40 (Schraubenlinie). Fiir h € R fest betrachten wir die Kurve ¢ : R — R3,
c(t) = (cost,sint, th)T.

Wir werden spéter, nach den notwendigen Definitionen, sehen, dass eine Kurve
c genau dann stetig bzw. differenzierbar ist, wenn dies fiir alle ihre Komponenten-
funktionen c; der Fall ist.

3.2.2. Koordinatenlinien. Zu einer gegebenen Funktion f : R™ — R betrachten wir
die partiellen Funktionen entlang einer Kurve ¢ : R — R", d.h. die Funktion
foc: R — R, t — f(c(t)). Zum Beispiel beschreibt f o ¢; mit ¢;(t) = & +
te; wie sich die Funktion f um den Punkt & in Richtung €}, also in Richtung
der z;-Koordinate veréndert. Gerade bei rotationssymmetrischen Funktionen ist es
sinnvoll, die Kurven ¢y : RZ0 — R2, ¢4 (t) = t(cos ¢,sin ¢), und die Funktionen
f o cg zu betrachten.

Beispiel 41 (Nordhalbkugel). Wir betrachten die Funktion f : R? > D — R mit
f(z1,20) = /1 —22 —23 und D = {(x1,22)T : 22 + 23 < 1}. Der Graph ist die
Oberfléche der oberen Halbkugel.

Fiir ¥ = (0,a2)” erhilt man die partielle Funktion f o ci(t) = f(t,a2) =
V1 —a3—t? fir [t| < /1 — a2 deren Graph ein Halbkreis um (0, as) mit Radi-
us /1 — a3 ist. Fiir jeden Winkel ¢ ist focg(t) = /1 — ¢ fiir |[¢| < 1 definiert. Der
Graph von f o cg ist ein Halbkreis um den Koordinatenursprung.

Die Abbildung 10 zeigt den Graph der Abbildung f mit (r,¢)- und (z,y)-
Koordinatenlinien.

Beispiel 42 (Sattelfliche). Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit f(z1,22) =
r122. Fiir ¥ = (a1, a2)? erhilt man die partielle Funktion foc;(t) = f(a1 +t,as2) =
ayias + tas, also eine lineare Funktion in ¢, deren Graph eine Gerade ist.

3.2.3. Héhenlinien. Zu einer gegebenen Funktion f : R™ — R betrachten wir die
Hoéhenlinien, d.h. die Menge H, = {# € R™ : f(Z) = ¢} mit ¢ € R. Die Gestalt und
die Verédnderung dieser Hohenlinien, wenn man c¢ variiert, gibt uns einen Eindruck
vom Verhalten der Funktion f.

Beispiel 43 (Nordhalbkugel). Fiir f: R2 D D — R mit f(x1,22) = /1 — 27 — 22
und D = {(z1,22)" : 22 +23 < 1} wie in Beispiel 41 gilt H, = {(21,22)7 : 22 +23 =
1—c?}. Also ist die Hohenlinie H, fiir ¢ > 0 ein Kreis mit Radius v/1 — ¢2, fiir ¢ = 1
ein Punkt und fiir ¢ < 0 leer. In der Abbildung 11 sieht man links den Graph der
Funktion f entlang der Hohenlinien.

Beispiel 44 (Sattelfliche). Fiir die Funktion f:R? — R mit f(x1,72) = x122 wie
in Beispiel 42 gilt H, = {(z1,22)" : 2125 = c}. Also ist die Hohenlinie H, eine
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ABBILDUNG 10. Graph von f/z,y) = /1 — 22 —y2 mit (r,d)-

und (z,y)-Koordinatenlinien

ABBILDUNG 11. Hohenlinien der Nordhalbkugel und der Sattelfliche

Hyperbel {(x1,c/x1)T : z1 # 0} fiir ¢ # 0 und die Vereinigung der beiden Geraden
{z1 =0} und {z2 = 0} fiir ¢ = 0. In der Abbildung 11 sieht man rechts den Graph
der Funktion f entlang der Hohenlinien.

3.3. Stetigkeit.

Definition 19. Eine Funktion f : R™ D D — R heifit stetig in einem Punkt
Z € D, falls es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass |f(§) — f(Z)| < e fir alle §
mit || — Z|| <.

FEine Funktion f: R™ D D — R heifst stetig in & € D, falls f in jedem Punkt
T € D stetig ist.
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Beispiel 45 (Stetigkeit der Koordinatenfunktionen). Die Funktion f : R™ — R,
Z=(x1,...,7,)7 > x4, ist stetig in jedem Punkt & fiir jedes j = 1,...,n, denn zu
jedem € > 0 gilt fiir alle ¥ = (y1,...,y,)T mit ||§ — Z|| < e(= )

@) = @I =1ly; =2 =5 | = /(g5 — 2> < V(@1 —y1)? + ...+ (20— ya)?

=[ly -7 <e.

Lemma 9 (Aquivalenz von Stetigkeit und Folgenstetigkeit). FEine Funktion f :
R™ D D — R ist genau dann stetig in £ € D, wenn fiir jede Folge {Z,}nen C D
mit limy, oo Tn = & gilt lim, 00 f(Z,) = f(Z).

Beweis. Wenn f stetig in & ist und {Z, }neny C D eine gegen & konvergente Folge
ist, dann gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0, so dass |f(Z,) — f(&)] < € fir alle &,
mit ||Z, — Z|| < ¢. Da die Folge {Z,} aber konvergent ist, gibt es ein ng € N, so
dass ||Z,, — Z|| < ¢ fiir alle n > ng. Also |f(Z,) — f(Z)| < e fir alle n > ng und die
Folge {f(Z,)} konvergiert gegen f(Z).

Wenn f in Z nicht stetig ist, dann gibt es ein g9 > 0, so dass fiir alle §, = 1/n >0
ein ¥, mit ||Z, —Z|| < 1/n und |f(¥,) — f(¥)| > e existiert. Die so gefundene Folge
{Zn}nen C D konvergiert gegen & aber die Folge der Funktionswerte {f(Z,)}nen
konvergiert nicht gegen f(Z), denn |f(Z) — f(Zn)] > <o O

Lemma 10. Wenn f,g: R™ D D — R stetige Funktionen sind, so sind auch ihre
Summe f+ g : R™ D D — R und ihr Produkt fg : R™ O D — R stetig. Wenn
zusdtzlich g(Z) # 0, so ist auch der Quotient f/g stetig in & € D.

Wenn f :R* 5D —- R und g: R C U — R stetig und f(D) C U, dann ist auch

gof:R™ =R mit (go f)(T) = g(f(F)) stetig.

Beweis. Der Beweis verlauft wie im Fall von Funktionen einer Verdnderlicher und
basiert auf den Rechenregeln zur Grenzwertbildung. Wenn f und g stetig in &, dann
gilt lim,, o f(Zn) = f(Z) und lim, o g(Z,) = g(Z) fiir jede gegen & konvergente
Folge {Z, }nen C D. Also auch

Jim (f +9)(Zn) = lim f(Zn) + g(Fn) = f(Z) + () = (f + 9)(D)

lim (fg)(Tn) = lim f(Z)g(Tn) = f(Z)g(F) = (f + 9)(Z)
Jim (f/9)(Zn) = lim f(Zn)/g(Tn) = f(Z)/9(Z) = (f/9)(Z)
und
Jim (go f)(#n) = lim g(f(7n)) = g(f(%)) = (9 © /)(@).
O
Beispiel 46 (Polynome). Polynome in den Koordinatenfunktionen 1, ..., x, sind

stetige Funktionen auf R™, da sie durch die Operationen Addition und Multiplika-
tion aus den Koordinatenfunktionen in Beispiel 45 entstehen.

Beispiel 47. Die Funktion h : R? — R mit h(xy, 22) = 1 sinxs ist stetig, denn h
ist das Produkt der stetigen Koordinatenfunktion (21, x2)” + 1 und der stetigen
Funktion h(zy,z2) = sinzy. Dabei ist die Funktion h stetig, weil h = sinog; mit
91(3717962) =21.
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ABBILDUNG 12. Hohenlinien der Funktion f(z,y) = 2y/(2? + y?)

Beispiel 48 (Unstetige aber partiell stetige Funktion). Wir betrachten die Funktion
f:R? —» R mit

s falls (z,y)" # (0,0)7
flzy)=q 27 ( )T ( )T )
0 , falls (z,y)* = (0,0)

Die Funktion f ist auf R?\ {(0,0)7} stetig, weil sie dort Quotient zweier Polynome
ist. Die Funktion ist in # = (0,0)7 = 0 nicht stetig, da fiir die Folge {Zn}nen mit
T = (1/n,1/n)T zwar lim,, . &, = 0 aber

1/n? 11 _
———— = lim - = - #0= f(0).

et oo 1/n2 + 1/n2 amos =5 # f(0)

Die Funktion f : R?\ {0} — R lisst sich auch nicht stetig auf R? fortsetzen,
z.B. durch die Definition f (6) = 1/2, da es auch gegen 0 konvergierende Folgen
gibt, fiir die die Folge der Funktionswerte nicht gegen 1/2 konvergiert, z.B. die
Folge {#, = (0,1/n)T} mit lim, . f(#,) = 0 und lim,, o %, = 0. Abbildung 12
zeigt die Hohenlinien der Funktion f. Man erkennt, dass sich alle Hohenlinien in 0
treffen®.

Warnung: Um die Stetigkeit einer Funktion f : R™ — R mit n > 1 zu beweisen,
reicht es nicht, die Stetigkeit der partiellen Funktionen foc; : R = R, (foc¢;)(t) =
f(&+te)), tir alle £ und j zu zeigen.

3.4. Differenzierbarkeit. Eine Funktion f:R — R hief§ differenzierbar in einem
Punkt g, wenn sie durch eine lineare Funktion [(x) = c¢(x — x¢) in der Nihe
des Punktes x¢ gut angendhert wurde. Dabei bedeutete ,gut“, dass der Fehler
f(x) = f(xo) — c(x — xg) schneller gegen 0 konvergiert als der Abstand |z — x|, also

lim f(x) = f(zo) _

r—oTo X — Xg

=0.

Diese Zahl ¢ hingt vom Punkt xo ab und wird mit f’(z¢) bezeichnet.
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Eine Funktion f: R™ — R soll differenzierbar in &y heiflen, wenn sie sich lokal,
d.h. in der N&he von &y, ,,gut* durch eine lineare Funktion approximieren 148t. Eine
lineare Funktion { : R™ — R mit {(Zy) = f(Z) ist von Form

l(f) = 01(301 - 900,1) +...+ Cn(mn — $07n) = (c, T — fo>

. n - n R n 5
mit ¢ =3 5 ¢;€;, =) xj€5, To =D ;_; To,;€; und Konstanten c; € R.

3.4.1. Totale Differenzierbarkeit.

Definition 20. FEine Funktion f : R™ — R heifit differenzierbar in einem

Punkt %y. falls es einen Vektor ¢ = Z?zl c;€; gibt, so dass

o @) = (@) = (0.7~ &)

E—2o ||Z — Zo||

=0.

FEine Funktion f : R™ — R heifit differenzierbar in D C R™, wenn sie in jedem
Punkt ¥y € D differenzierbar ist.

Die Differenz f(Z) — f(Zo) — (¢, & — &o) ist eine Funktion r(& — &y). Falls f in &

differenzierbar ist, so kann man (& — ) /|| — Zo|| stetig in 0 fortsetzen.

Satz 14 (Stetigkeit). Wenn f: R™ — R differenzierbar in Ty, so ist f auch stetig
m f().

Beweis. Aus der Dreiecksungleichung und der Schwarzschen Ungleichung folgt

[f(@) = f(Zo)| = [{¢, ¥ = To) + (T — To)| < (¢, & — To)| + |r(F — Tp)|

L r(@—%o)|, .
< ellllF = ol + | T=—=7| [1¥ — Zol|
|7 — Zol|
und damit die Stetigkeit, da r(& — &) /||Z — Zo|| stetig in 0 ist. O

3.4.2. Partielle Differenzierbarkeit.

Satz 15 (Partielle Ableitungen). Wenn f : R™ — R in &y differenzierbar ist, dann
gilt c; = h%(0) fiir alle j, wobei hyj : R — R mit h;(t) = f(Zo + t€;).

Beweis. In der Definition der Differenzierbarkeit betrachten wir & = #y + t€; mit
t — 0, also & — #y. Wenn f differenzierbar ist, so gilt & — Zy = t€; und es gibt eine
Funktion r(¢) mit lims_,(¢)/t = 0 und
f(@o +te;) — f(Zo) = (e, tej) + (1)
hj(t) = hj(0) = te; + ()
h) k() _ o0

t 7 t
. h<(t)—h»(0) . r(t)
/ _ J J o o
hj(o)_thn(l)it —cj—&—}m(l)—t = cj.

O

Definition 21. FEine Funktion f : R™ — heifst partiell differenzierbar in 7,
falls die partiellen Funktionen hj : R — R, h;(t) = f(Zo + t€;) firt =0 differen-
zierbar sind. Wir benutzen die Bezeichnungen

T
AT () = ,(0), (gradf)fo=<af(fo) ‘”(%)) .

ox; 0x, 7 Oz,
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Der Vektor (grad f)z, der partiellen Ableitungen (0f/0x;)(Zo) heifft Gradient

von f in @y. Falls f fir alle ¥ € D C R"™ partiell differenzierbar ist, so nennt man
auch die Funktionen

af _,

fzj = 57% D — R, facj(x)

partielle Ableitungen von f.

of .

- alL'j (l‘

),

Wihlt man in R? oder R? die Koordinatenfunktionen x, %, z, so schreibt man
auch f;, f, und f. fiir die entsprechenden partiellen Ableitungen.

Beispiel 49. Wir betrachten die Funktion f : R? — R, f(z,y) = 2% + sin(z + 2y).
Sie ist partiell differenzierbar, weil ihre partiellen Funktionen differenzierbar sind.
Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir f,(z,y) = 2z + cos(z + 2y) und fy(z,y) =
2 cos(x + 2y), also

2 2 5
ad f = (P e R) | rad o = (3)-

Satz 16 (Hinreichendes Kriterium fiir Differenzierbarkeit). Eine Funktion f : R™ D
D — R ist in Zy € D differenzierbar, wenn es eine offene Umgebung U.(Zy) C D
gibt, auf der alle partiellen Ableitungen existieren und stetig sind.

Beweis. Fir & = Zy + U € U.(Zy) betrachten wir die Differenz & — #y = ¢ =
2?21 v;€; und fithren die Zwischenpunkte & = 7o + 2?21 v;€; ein. Nun gilt mit
Hilfe des Mittelwertsatzes fiir 0 <¢; <1

I
M=

f(@) = f(@o) — ((grad f)z,, & — Zo) (f(@) = F(@r-1)) = Y fur (Fo)vn
k=1

n

U [, (Th—1 + thVRER) — Zfzk (Zo)vk
=1

b
Il
—

I
NE

E
I
—

(far (Tr—1 + tuvr€r) — fo, (Zo))vk.

[
NE

>
Il
—

Aus der Stetigkeit der partiellen Funktionen in U.(%o) und lim;_ g |vk|/||7]| = O,

v

da |vg| < ||7]| folgt die Differenzierbarkeit von f in Zy. O

Beispiel 50. Die Funktion f: R? — R, f(x,y) = 22 + sin(z + 2y), aus Beispiel 49
ist differenzierbar, da f, und f, tiberall stetig sind.

3.4.3. Richtungsableitung.

Lemma 11 (Richtungsableitung). Es sei f : R™ — R in &y differenzierbar und
@ € R™ ein normierter Vektor, d.h. ||@|| = 1. Dann gilt {(grad f)z,,a@) = h'(0) fir
die Funktion h : R — R, h(t) = f(Zo + td).

Beweis. Der Beweis dhnelt dem Beweis des Satzes 15. In der Definition der Diffe-

renzierbarkeit setzen wir & = ¥y + td und erhalten, wegen ||d|| = 1,
r(t 1 . . L h(t) — h(0 _,
0= 2@ - 1600 ~ {(erad sy - 20)) = "0 graa s,

Fiir t — 0 und erhalten h'(0) = (grad f)z,, @), da lim;_qr(¢)/|t| = 0. O
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Definition 22. Es seien @ € R™ ein Vektor mit ||d|| = 1, f : R® — R eine
Funktion und Zy ein Punkt. Falls die partielle Funktion t — f(Zo +td) int =0
differenzierbar ist, so nennt man

OF (o i {0 1 10) — f(F0)

od t—0 t
die Richtungsableitung wvon f in Richtung a im Punkt &y.

Satz 17 (Geometrische Deutung des Gradienten). Der Gradient einer differenzier-
baren Funktion f:R™ — R im Punkt Z zeigt in die Richtung des grifSten Anstiegs
und steht senkrecht auf der Hohenlinie durch .

Beweis. Fiir jeden Richtungsvektor @ (mit ||@|| = 1) gilt fiir den Winkel o zwischen
(grad f)z und @

of ~, "

—=(%) = ((grad f)z, @) = |[(grad f)z|l[|a]| cos v < [[(grad f)zl],

oa
wobei das Maximum genau fiir & = 0 angenommen wird.
Wenn ¢ : R — R™ mit ¢(0) = & und (f o ¢)(t) = f(c(t)) = f(Z) fiir alle ¢, dann
gilt

0=(foc)(0)= Z fz,(c(0))c;(0) = ((grad £)z, ¢ (0)).

3.4.4. Beispiele.

Beispiel 51 (partielle Differenzierbarkeit ohne Stetigkeit). Wir betrachten die Funk-
tion f;R? — R mit

s falls (z,y)" # (0,0)
— )+
f.y) = {0 ’ , falls (z,%)7 = (0,0)

Aus Beispiel 48 wissen wir, dass f partiell stetig aber unstetig in 0 ist. Die Funktion
fist in R2\ {6} differenzierbar, da dort die partiellen Ableitungen existieren und
als Quotienten von Polynomen mit Nennern ohne Nullstellen auch stetig sind. Wir
berechnen die partiellen Ableitungen in 0 existieren und f,(0) = f£,(0) = 0, da

f(0,y) = f(,0) = 0.

Beispiel 52 (partielle Differenzierbarkeit ohne totale Differenzierbarkeit). Wir be-
trachten die Funktion f;R? — R mit

z T

Fla,y) = 22 falls (xvy)T #(0,0)

0 , falls (z,y)* = (0,0)
und untersuchen f auf Differenzierbarkeit. Es gilt fz(ﬁ) = 1 und fy(ﬁ) =0, da
f(2,0) =z und f(0,y) = 0. Fiir Z # 0 gilt

o 3x2(2? + %) — 2320 a2t + 3a?y? . 223y

fa:(x): 5 BYD) = B} N2’ fy(x):_ﬁ
(=% +y?) (=% +y?) (= +y?)

Die partiellen Ableitungen sind in 0 nicht stetig. Die Funktion f ist auch nicht
differenzierbar in 6, denn

a3 zy?

£(@) — £(0) — ((grad f)g, ) = O *361*3327_'_(@2 =r(z,y)
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ABBILDUNG 13. Graph von f/z,y) = 23/(2? + y?)

und r(z,x)/V222 = —1/v/2, also lim, o r(z,z)/||(z,2)T|| # 0.
Abbildung 13 zeigt den Graphen der Funktion f. Man erkennt, dass in 0 keine
Tangentialebene existiert.

Beispiel 53 (partielle Differenzierbarkeit und totale Differenzierbarkeit). Wir be-
trachten die Funktion f;R? — R mit

flz,y) = {1231,2 , falls (z,9)T # (0,0)

0 , falls (z,9)T = (0,0)
und untersuchen f auf Differenzierbarkeit. Es gilt f,(0) = 0 und £,(0) = 0, da
f(z,0) = 22 und £(0,y) = 0. Fiir Z # 0 gilt
L A3 (a? +y?) — a2 225 4 4ady? . 2ty
fo(@) = 2 4 ,2)2 = e S0 = e
(% +¢?) (% +¢2) (% +¢?)
Die partiellen Ableitungen sind in 0 stetig, denn
. 222 (22 + 2y2) . 274
@) = ol 22 <ol 1@ = oy < 2l

Also sind die partiellen Ableitungen in einer Umgebung von 0 stetig und die Funkti-
on f ist differenzierbar in 0. Man kann dies auch an der Definition direkt iiberpriifen

(@) = f(0) — ((grad f)g, B)| =
also |r(Z)|/]|Z]] < ||Z]|- Abbildung 14 zeigt den Graphen der Funktion f.

4
I —|
PR < ||z,

3.4.5. Ableitung von parameterabhingigen Integralen. Wir betrachten eine Funk-
tion F : [a,b] — R, die durch bestimmte Integration einer Funktion f : R? D

[a,b] X [¢,d] — R nach der zweiten Variablen gegeben ist, F(z) := fcd f(z,y) dy.

Satz 18. Wenn f stetig auf dem Intervall I = [a,b] X [c,d] ist, so ist auch F stetig
auf [a,b]. Wenn zusditzlich die partielle Ableitung f, auf I existiert und stetig ist,
so ist auch F auf [a,b] differenzierbar und

d
F’(x):/ folz,y) dy.
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Ry
st
MR
’:‘-

ABBILDUNG 14. Graph von f/z,y) = x*/(2? + 4?)

Beweis. Wenn f auf I stetig ist, so ist f auf I gleichmé&fig stetig, da I ein kompaktes
Intervall ist. Also existier zu jedem € > 0 ein 6 > 0, so dass |f(z+h,y)— f(z,y)| < e
fiir alle |h| < § und alle (z,y) € I. Nun folgt fiir |h| < §

d d
F(z+h) - F(z)| = / @+ hoy) — f(z.y) dy s/ F@+ hoy) — F(a.y)|dy

< max [f(z+h,y) — f(z,y)[(d—c) <e(d—c)
y€le,d]

und damit die Stetigkeit von F'.
Wenn f, auf I existiert und stetig ist, wenden wir den Mittelwertsatz an und
erhalten

F(z+h)— F(z) _ /d fla+hy) — f(z,
h . h

d
) dy:/ fo(x +th,y) dy
fiir ein ¢ € [0,1]. Aus der Stetigkeit der partiellen Ableitung folgt

F,(x):%ii%F(x—Fh})L—F(x) _

d
/ fola ) dy.
O

Nun betrachten wir eine Funkion f : I = [a,b] X [¢,00) — R und die Funktion
F(z):= ffo f(z,y) dy, die durch ein uneigentliches Integral definiert wird.

Folgerung 9. Wenn f stetig auf I und das Integral fcoo f(z,y)dy gleichmifSig auf
[a,b] konvergiert, dann gilt fiir jedes xq € [a, b]

Jim F(z) = / f(xo,y) dy.

Wenn zusdtzlich f, in I existiert und stetig ist und wenn

(e’ d
/ fx(ay)dy:dli};o/ Jo(z,y) dy

gleichmipig auf [a,b] konvergiert, dann gilt F'(z) = [ fu(z,y) dy.
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Beispiel 54 (Integraldarstellung der Ableitung). Wir betrachten die stetig diffe-
renzierbare Funktion f(x,y) = sin(z — y) und F(z) = fol sin(z — y) dy. Also gilt
F'(z) = fol cos(x — y) dy. Ohne den Satz miissten wir

F(z) = /0 sin(z — y) dy = [cos(z — y)]§ = cos(xz — 1) — cos(x),
F'(z) = —sin(x — 1) — sinx berechen.

Beispiel 55 (Ableitung eines uneigenlichen Integrals, geschlossener Ausdruck fiir
das Integral). Wir betrachten die Funktion f(z,y) = e~¥" cos(zy) auf [a, b] x [0, 00)
und die Funktion F(z) = [~ f(z,y) dy.

Da |f(z,y)| < e~¥’ fiir alle 2 und das uneigentliche Integral fooo e=Y dy existiert,
konvergiert auch F(x) gleichméBig. Weiterhin ist f,(z,y) = —ye vV’ sin(xy) stetig,
|folz,y)| < ye~¥’ fiir alle z und alle y € [0,00) und [ ye v dy = [fe*y2 /2] =
1/2 existiert. Deshalb gilt

o0
F'(z) :/ —ye¥" sin(zy) dy
0

- Ee—f sin(xy)}zo — ;/Om we™ " cos(xy) dy
Fl(z) = —gF(x)
Fz) =z
F(z) 2
1;((;”)) dx:—/gdx
In |F(z)| = 7%2 to

F(x) = e /e,
Wir berechnen die Konstante ¢ als ¢ = F(0) = [, e~V dy = \/7/2. Also gilt
F(z) = geiyz/‘l.

3.5. Partielle Ableitungen hdherer Ordnung. Wir betrachten eine Funktion
f:R* D D — R. Ist fin D partiell differenzierbar, so sind die partiellen Ab-
leitungen fs,,..., fz, : D — R wieder auf D definierte Funktionen. Sind diese
Funktionen f, wieder in D partiell differenzierbar, so kénnen wir die partiellen
Ableitungen (f;, ), bilden, die wir auch mit f, ., bezeichnen.

Definition 23. FEs sei f : R™ D D — R eine Funktion, D eine offene Menge und

Zo € D. Euistiert fiir Indizes iy,...,4; € {1,...,n} der Grenzwert
0 0 0 -
&Eil (axill ( B axil f)> <x0>7
so heifit er [-te partielle Ableitung von f in ¥y nach z;,,...,z;,. Sie wird auch
mat
o' f

fl’iln-wil (fo)’ bzw. (50)

alEil e ﬁxil
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bezeichnet.

Existieren fir f in D alle partiellen Ableitungen l-ter Ordnung und sind diese stetig
i D, so heifst f I-mal stetig partiell differenzierbar. Die Menge aller I-mal
stetig differenzierbaren Funktionen auf D wird mit C'(D) bezeichnet.

Beispiel 56 (Polynome). Wir betrachten f : R?* — R mit f(z,v, 2) = 3zyz—222+y.
Esgilt f, = 3yz—4x, fy =3zz+1, f, = 3wy, facy = fyw =32, fzz = [2x = 3y, fyz =
foy =32, fox = —4, fyy = 0. Alle andere partiellen Ableitungen, insbesondere die
partiellen Ableitungen der Ordnung > 3 verschwinden. Es gilt f € C°(R3), d.h. f
ist unendlich oft stetig partiell differenzierbar und die Reihenfolge der partiellen
Ableitungen spielt keine Rolle.

Satz 19 (Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen). Wenn f € C'(D) und k <,
dann ist jede k-te partielle Ableitung unabhingig von der Reihenfolge, d.h.

fiir jede Permuatation o € Sy,.

o) Fig (k)

Beweis. Die Aussage folgt mit vollstéindiger Induktion aus fy, = fy. fiir f € C*(D)
mit D C R?. Wir beweisen f,,(Zo) = fy«(%o) fiir alle Zy € D durch Anwendung
des Mittelwertsatzes. Es gilt fiir £ = £y + a1€1 + agés

F(Z) — f(Zo) = f(Zo + a1€1 + azea) — f(Zo + az2) + f(To + azés) — f(To)
= a1 fo(Zo + 010181 + a2€2) + as fy (Zo + £202€5)
= a1 fo (%o + 010181 + a285) — a1 f(Zo + d1a1€1)
+ a1 fo(Zo + 610161) + as fy (To + E2a0€5)
= a201 fry(To + 01a1€1 + d2a2€5)
+ ay f2 (%o + 61a1€1) + az fy (o + &2a2€3)
und
f(Z) = f(Zo) = f(Zo + ar1€1 + azed) — f(Zo + ar€1) + f(Zo + ar€1) — f(Zo)
= as fy(Zo + a1€1 + dha2€2) + a1 fo(To + E1a1€1)
= ay fy(Zo + a1€1 + 05a262) — as f (Zo + 050263)
+ aa fy(Fo + 05a282) + a1 fo (T + &1a1€1)
= a1a2 fyo(To + 810161 + 65a265)
+ ag fy (To + 05a282) + a1 f2(To + 10161)
fir 81, 92,07, 05,&1,&2 € [0,1]. Fiir £ — & erhalten wir, f5,(Zo) = fy2(Zo), da f, fo
und f, stetig sind. O

Beispiel 57 (Keine Vertauschbarkeit partieller Ableitungen). Wir betrachten die
Funktion f:R? — R mit

fry) = vy falls (2,y) # (0,0)
’ 0 , falls (z,7) = (0,0)

Es gilt f,(0) = £,(0) = 0, da f(x,0) = f(0,y) = 0. Fiir (z,y) # (0,0) berechnen
wir
yBa? —y?)(@® +y?) — 2%y(@® —y?) _ aly+ 4ty — P

falm:y) = (@2 + y)? T @ty
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und
yia + dy2a® — b

fx('ray):_ (x2+y)2
Dann gilt f,,(0) = —1, da £.(0,y) = —y, und f,,(0) = 1, da f,(,0) = z.

Fir die [-te partielle Ableitung f;,. 5, schreibt man auch
af
ozt

3.6. Funktionen von R" nach R™ und Kettenregel. Es sei f: R"D>D—R™
eine Funktion mit

f1(@)
o= :
fm (Z)
und ]il : D — R fiir i = 1,...,m. Die Funktion f; heif}t i-te Koordinatenfunktion
von f. Man schreibt auch f = (f1,..., fm)T. Man nennt f vektorwertige Funktion

oder Abbildung, um zu unterstreichen, dass die Bilder keine reellen Zahlen sind
(m >1).
Definition 24. Fine Funktion f: R™ D D — R™ heifit stetig in Zy € D,
falls fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass ||f(Z) — f(Zo)|| < € fir alle &
mit ||T — Zo|| < 8. Die Funktion f heifst stetig, falls f in allen Punkten & des
Definitionsgebietes D stetig ist.

Eine Funktion f : R™ DO D — R™ heifit differenzierbar in einem inneren
Punkt %y € D, falls es eine (m,n)-Matriz A gibt, so dass
(@) — flao) — A — i)

F—Zo ||1Z — 2ol

=0.

Die Funktion fhez'j}t differenzierbar in D, falls f in allen Punkten Z € D diffe-
renzierbar ist.

Bemerkung 6. Die Abbildung & — A(Z—Z) ist eine lineare vektorwertige Funktion
R™ — R™, die in &5 den Wert f (Zp) hat. Differenzierbarkeit bedeutet also wieder,
dass lokal die Approximation durch eine lineare Funktion gut ist und der Fehler
F(&) = f(T) — A(Z — ) fiir T — Ty schneller gegen 0 konvergiert, als der Abstand
der Argumente ||Z — Zo||.

Satz 20. Es sei f :R" > D — R™ mit f = (fi,-- s fm)T und & € D.
Die Funktion f ist genau dann stetig in Xy, wenn alle Koordinatenfunktionen f; in
Zo stetig sind.
Die Funktion f ist genau dann differenzierbar in Ty, wenn alle Koordinatenfunk-
tionen f; in &y differenzierbar sind. Es gilt dann
ofi
A= (a;;)i= i mit a;; = Zp).
(041 il 05y = 57 ()

Beweis. Eine Folge in R™ ist genau dann konvergent, wenn alle ihre Komponen-
tenfolgen konvergent sind. (I
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Definition 25. FEs sei f: R™” > D — R™ mit f: (fi,-- s fm)T und 7y € D.
Sind die Koordinatenfunktionen f; in Xy partiell differenzierbar, so nennt man die
Matriz

L(ﬂo) 8f1( 7o) - g{i Zo
6f( ) 6f1 (—a ) - dz1 0) %(fo) e gwn ('rO)
oxr ' O0x;j i1 : : :

mij=1,...,m : :

Ofm (5 Ofm (7 2] m. 7,
L(xo) 3@2 (o) - 3%"(%)

Jacobimatrix oder Funktionalmatrix von f an der Stelle Ty. Falls n = m, so

nennt man die Determinante .
af
det

die Jacobi-Determinante oder Funktionaldeterminante von f im Punkt Ty.
Bemerkung 7. Ist m =1, so gilt g’: = (grad f)7.

Beispiel 58. Wir betrachten die Funktion f : R2 — R3 mit
2

B x
flz,y) = | 22y |,
e
also fl(way) = 12; f?(xvy) = 21’]_] und f3(xay) =eY. Es gllt
5‘f 2z 0
3 =2y 2«
(.’1?, y) 0 ey
Beispiel 59 (Polarkoordinaten in R2). Wir betrachten die Abbildung f : R2 — R2
mit
2 __(rcos¢
f(’ra ¢> - (,,, Sian)) .
Es gilt

8f __(cos¢ —rsing dot af’ .
d(r,¢) \sing rcos¢ )’ ar,0) )
Die Funktionaldeterminante verschwindet auf R>° x R nicht.

Beispiel 60 (Kugelkoordinaten). Wir betrachten die Abbildung

7 COS ¢ COS P

f:]R3—>R3, flr,o,9) = | rsingcosy

rsiny
Es gilt
(“)j? cos¢pcosyy —rsingcosyy —rcos@siny
oD = singcosy rcos¢cosy —rsingsiny |,
(r, 6, 9) sin 0 7 COS Y

3f 2 .2 2 .3 2
det | ————— | = r“sin“ vy cos + r= cos” ¥ = r* cos .
<a<r,¢7¢>> veosy v v

Die Funktionaldeterminante verschwindet auf R>? x R x (—n/2,7/2) nicht.
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Beispiel 61 (Zylinderkoordinaten). Wir betrachten die Abbildung

. . 7 COS @
f:R® =R’ f(r,¢,9) = [ rsing
z
Es gilt
8f - cgsgb —rsing 0 af -
oo\ T T N Ges ) T

Die Funktionaldeterminante verschwindet auf R>9 x R2 nicht.

Die Ableitung der Verkniipfung differenzierbarer Funktionen 148t sich mit der
Kettenregel berechnen. Wenn klar ist, welche Koordinaten im Definitionsbereich
benutzt werden, so schreibt man auch kurz D f z, fiir die Ableitung der Funktion f
im Punkt &y.

Satz 21 (Kettenregel). Es seien f R” - R™ und §: R™ — RF.
Wenn f in o und G in f(xo) differenzierbar ist, dann ist die Funktion of:
R™ — R* in &y differenzierbar und

Dhs, = Dggz, Dz,

Bemerkung 8. Die Kettenregel besagt, dass die Ableitung der Verkniipfung go f das
Matrixprodukt der Ableitungen der Funktionen g und f ist. Hier ist die Reihenfolge
der Faktoren entscheidend, da Dg eine (k,m)-Matrix und Df eine (m,n)-Matrix
ist. Weiterhin mufl man beachten, dass Dg im Punkt f(Zy) ausgewertet wird.
Es gibt verschiedene Moglickeiten, die Kettenregel auszudriicken. Zum Beispiel
oh g of
AB mit A = =(f(2y)), B=
G0 = AB miv A = Z(7(@). B = T,
wobei ¥ die Koordinaten in R™ sind, oder noch suggestiver als , Kiirzungsregel
07, 07,,.0y,,
87?(960) = 87;5’@0)63}‘(%)
mit gy = f (Zo). Dabei sieht man Z als Grofe, die von den Parametern § abhéngt,
Z = §(y), wobei § wieder von den Variablen & abhiingig ist, 7 = f(Z). Die Ketten-
regel beschreibt, wie sich die Ableitung #ndert, wenn man die Menge der Variablen

wechselt.

—

Beweis. Da f in & differenzierbar ist und § in f(i) differenzierbar ist, gilt

— — — — —

R(&) — R(#0) = §U7(@) — G (&) = Dijgz, (J(@&) — (@) + 7l F(&) — F(@0))

mit Funktionen 7, 7, die die Eigenschaft

by RE—T0) oL BU@) - f@)
’ | |

T—Zo HJJ*LEOH
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— —

haben. Da f(Z) — f(iy) = D 7, (T — Zo) + ™ (& — Zp) erhalten wir auch

) = fla) 1) -
ol 7=

—

o) |

ol

l\l

=0.

8

O

Bemerkung 9. Wenn n = k = 1, dann DFLm (grad g) F(Z )foo. Fiir eine diffe-

renzierbare Kurve & = (c1,...,¢,)7 : R — R™ und eine differenzierbare Funktion
f:R™ — R gilt deshalb

¢y (#o)
DIf 0, = (g Dty D) = (@)oo o (etaa)) ) |
" (7o)

Der Vektor Dcz, heiit Tangentialvektor an die Kurve ¢ im Punkt &(Zp). Wir
sehen, dass der Tangentialvektor D¢z, senkrecht auf dem Gradienten (grad f)zz,)
steht, falls foc: R — R eine konstante Funktion ist, die Spur der Kurve ¢ also
eine Hohenlinie beschreibt.

Folgerung 10. Wenn f: R™ - R™, (z1,...,2,) — f(wh ceyTp), und §: R™ —
RE, (Y1, s ym) = G, ym) und = (f1,. .\ f)T, dann gilt fir h=go f
oh S 0F 2\ Of

83:]( )—Z (f(Z0)) ‘(ﬂfo)-

Beispiel 62. Wir betrachten die Funktion §: R? — R? mit g(z,y) = (22, 2y, y?)T
und die Funktion f : R? — R? mit f(r @) = (rcos,rsin (;5) (Polarkoordinaten).

Es gllt h(r @) = (f(?" #)) = (r?cos? ¢, 72 cos psin ¢, 72 sin? ). Nun berechnen
wir Dh einmal direkt und einmal mit Hilfe der Kettenregel. Es gilt

oF 2r cos? ¢ —2r2 cos ¢ sin ¢
Dh = 5 = [ 2rsingcosp 2r2(cos? ¢ — sin? ¢)
(r,9) 2r sin? 10} 212 sin ¢ cos ¢
und
2¢ 0 .
. cos¢p —rsing
DgDf = g ; (sinqS rcosqS)
2x cos ¢ —2xrsin ¢
= |ycosp+xsing —rysing + rrcoso
2y sin ¢ 2yr cos ¢
27 cos? ¢ —2r2 cos ¢sin ¢
= | 2rsingcos¢ 2r%(cos® ¢ — sin? ¢)
2rsin? ¢ 272 sin ¢ cos ¢

mit x = rcos¢ und y = rsin ¢.

Beispiel 63 (Laplace-Operator in Polarkoordinaten). Fiir g € C3(D) mit D C R?
driicken wir gz; + gy, in Polarkoordinaten (z,y) = f(r,¢) = (rcos ¢, rsin¢) aus.
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Fiir H:gofgilt
_ 7 cos¢p —rsing
(hrshe) = (92, 9y)Df = (92, 9y) <Sin¢ TCOS¢>
= (gz cos ¢ + g, sin ¢, —rg, sin ¢ + rg, cos P)
9: ., 0gy
or %,
= €08 }(g COS & + Gy SN §) + 510 H(gyz COS ) + gy 50 )
= g COS? )+ 20y Sin @ cos ¢ + gyy sin® ¢
0 0
ai; + 7 cos ¢%

By = (9o cOS 6 + gy 5in @), = cos

h¢p = —Tgz cOS P — g, sin ¢ — rsin ¢

= —1(gy cos ¢ + gy sin @)
— 7 8In G(—7gyy SIN P + 7Gyy COS @) + 7 COS G(—Tgys SIN P + Gy COS P)
= —7(gs cos ¢ + g, Sin @) + 1° g sin® ¢ — 2r2 g,y sin ¢ cos ¢ + 12 g, cos® ¢,

da gyy = gy, und wir tiberpriifen
1 1 . .
hyr + ;hr + r—2h¢¢ = Gz cos? @+ 292y Sin P cos @ + gyy sin? ¢

1 .
+ ;(91: cos @ + gy sin @)

Y cos ¢ + gy sin ¢
r
= Qzz T 9yy>

da cos? ¢ + sin? ¢ = 1.
Beispiel 64 (Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten). Fiir g € C?(D) mit D C R?

—

driicken wir gz» + gyy + ¢-- in Zylinderkoordinaten f(r, ¢,z) = (rcos ¢, rsin ¢, z)
aus. Das Resultat folgt sofort aus dem Laplaceoperator in Polarkoordinaten, da

. cos¢p —rsing 0
Df=|sin¢g rcos¢ 0
0 0 1

+ gpg sin® ¢ — 20zy Sin ¢ cos ¢ + gyy cos? ¢

Es gilt
1 1
hrr + ;hr + ﬁh¢¢ + hzz = Gzz + Gyy + G2z

Beispiel 65 (Laplace-Operator in Kugelkoordinaten). Fiir g € C%(D) mit D C R3
driicken wir gz + gyy + 9. in Kugelkoordinaten

7 COS ¢ COS Y

fr,¢,9) = | rsingcosy

rsiny

aus. Wir konnten versuchen, zur Berechnung die Funktionalmatrix von f, die in Bei-
spiel 60 bestimmt wurde, zu benutzen. Es ist aber bequemer, die Kugelkoordinaten
als Verkniipfung von Polarkoordinaten in der (z, z)-Ebene mit Zylinderkoordinaten
zu schreiben. Also

o . 7 COS Y . p COs @
f=8o¥, mit G(rg,0)=| ¢ |. B(p,6,2) = psine
rsiny z
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Der Laplace-Operator von g o ® in (p, ¢, z)-Koordinaten ist
. 1, - 1 - .
(g0 @)pp+ (g0 ®)p+ 55(g0P)gp + (g0 D).

Da sich die Koordinate ¢ unter der Abbildung ¥ nicht &ndert, gilt (go 5)@#
(go do \Ij)¢¢. Nun schreiben wir den Laplace-Operator von g o ® beziiglich (p, z)-
o)

eyl

Koordinaten in Polarkoordinaten, die durch U gegeben sind, also mit h = go ®

=

= 1 1
(g o q))PP + (g o (I))Zz - h'rr + ;hr + ﬁhd,d,

Auflerdem gilt
tan 1

1 - -
—hr = —5—hy = —((g0 @), cos¢ + (g 0 D). siny))
tan - . -
-2 (—r(go®),)siny +1r(go ®), cosp)
1 - tan >
= Lgo®)cost+ U0 r(go B),) siny
cos - cos ¢ tan -
= w(gotl))pcosw—l—ﬂ(goq))psinw
P P
“(god)
= — g O .
P p
Zusammengefasst ergibt sich
2 1 1 tan e
haw + hyy + hez = her + ;hr + ﬁhww + 72 cos2 ¢h¢>¢> T2 B

Folgerung 11 (Integrale mit parameterabhéingigen Integrationsgrenzen und Inte-
granden). Seien ¢,v : [a,b] — R stetig differenzierbar mit ¢(x) < (zx) fir alle
r € [a,b] und f € CY(D) mit D = {(z,y)T : z € [a,b],d(x) <y < (x)}. Dann ist
die Funktion F : [a,b] — R mit

()
Flz) = )
@=[ e
auf [a,b] differenzierbar und es gilt
()
P = [ fele )y 10 @)~ S o) )

Beweis. Wir benutzen die Substitution y = ¢(z) + t(¢(z) — ¢(z)), das bedeutet
dy = (¢Y(x) — ¢(x)) dt, und erhalten

P () 1
F(r) = / [z, y)dy = / [z, o(x) + (Y (x) — o(2)) (Y(x) — ¢(x)) di
o(x) 0

= (¥(z) - ¢(90))/0 [, o(x) + t(Y(x) — ¢(x)) di
1

— (b(x) - d(x) / oo, 1) dt

0
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mit g(z,t) = f(z,¢(x) + t(¢(z) — ¢(x)). Da jetzt die Integrationsgrenzen nicht
mehr von z abhingen und g(x,t) stetig diffeenzierbar ist, gilt mit der Funktion

y(z.t) = d(z) + t(i(x) — 6(x))
F(2) = (' (x) — &/ (2)) / g, )t + ((z) — o(x)) / 4o (1) dt
1
— (¥/(2) - ¢ () / ol 1) dt

+ (@) - $(x)) / Fol y(@, 1)) + iy ) ya e ) dt
— (W) - ¢/ (2)) / g, 1) dt + ((z) — o)) / fola gl ) dt

0

+ (@(z) - $()) / Fy @y )y (o, 1) d

1 P(x) 1
=W (z) — ¢ (z z,t)d w(x,y)d (2, )Yz (z,t) d
W () ¢<)>/Og< t) ”/W) folz,y) y+/og< By (. ) dt
= (/(z) — ¢/ () / oo 1) + tgu(a,t) dt + ¢ () / gu(e.t) di

0

P(x)
+ =(z,y)d
/¢ ey
P(x)
— (¥/(2) — ¢/ (@) lta(z. O} + & () (g(, 1) — g(z,0)) + /¢ L Fdy
P(x)
— () f (@, (@) — ¢ (@), B(a)) + / Fola,y) dy
()

da gi(z,t) = fy(z,y(z,1))(Y(x) — ¢(x)) und (tg): = g + tgs- O

Bemerkung 10. Fiir ¢(z) = o, ¢ (z) = z unf f(z,y) = f(y) erhilt man die Aussage,
dass die Integration F(x) = f;o f(y)dy eine Stammfunktion liefert, also F'(z) =

fl@),da fp =¢'=0und ¢' = 1.

3.7. Mittelwertsatz, Poincarésches Lemma, Taylorreihen. In diesem Ab-
schnitt betrachten wir wieder Funktionen f : R®™ D D — R. Die Anwendung
der Resultate aus diesem Abschnitt auf die Komponentenfunktionen einer vektor-
wertigen Funktion f : R™ € D — R™ liefern die entsprechenden Aussagen fiir
vektorwertige Funktionen.

Als einfache Folgerung aus dem Mittelwertsatz fiir Funktionen einer Variablen
erhalten wir den Mittelwertsatz fiir Funktionen R™ — R. Eine Teilmenge D C R"
heifit konvex, wenn mit je zwei Punkten Zy,#; € D auch ihre Verbindungsstrecke
{Zo +t(#1 — Zp) : t € ]0,1]} in D enthalten ist.

Satz 22 (Mittelwertsatz). Es sei f € C'(D) mit D C R™ konvex. Dann existiert
2u Zo, T € D ein 6 € [0,1], so dass
of

f(@) — f(Zo) = 87?(3?0 +6(Z1 — o)) (T1 — To)-
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Beweis. Die Funktion A : [0,1] — R mit h(t) = f(Zo + t(F1 — &o)) ist auf [0, 1]
stetig differenzierbar. Auflerdem ist h = f o € fiir die Kurve & : [0,1] — R™ mit
at) = &y + t(T — Zp). Da D& = & — &y fiir alle ¢ € [0,1] erhalten wir mit der
Kettenregel

h(1) = h(0) = I'(Zo + 6(Z1 — To))1 = g{(l‘o (@ ))gi ©)
= 9 (@0 + 8001 — 7))@~ 0)
fiir ein § € [0, 1]. =

Bemerkung 11. Der Vektor (0f)/(0%)(Zy + 6(&1 — Zo)) ist ein Zeilenvektor und
& — Ty ist ein Spaltenvektor. Ihr Produkt ist deshalb eine (reelle) Zahl.

Eine offene Teilmenge D C R™ heiffit zusammenhingend, wenn aus D = Dy U
Dy und D; N Dy = P fiir zwei offene Mengen D1, D- folgt, dass Dy = () oder Dy = ().
Eine offene Teilmenge D C R" ist zusammenhéngend, wenn man je zwei Punkte in
D durch einen Polygonzug, also eine Aneinanderreihung von Strecken, verbinden
kann, der ganz in D enthalten ist. Eine Teilmenge G C R™ heifit Gebiet, wenn G
offen und zusammenhéngend ist. Als Folgerung aus dem Mittelwertsatz kénnen wir
jetzt das Poincarésche Lemma formulieren.

Folgerung 12 (0. Poincarésches Lemma). Es seien G ein Gebiet und f € CH(G).
Die Funktion f ist genau dann konstant in G, wenn (Df)z = 0 fir alle 7 € G.

Beweis. Wir verbinden die zwei Punkte & und &y durch einen Streckenzug, der ganz
in D liegt, und wenden auf jede Strecke den Mittelwertsatz an. (]

Bemerkung 12. Dieses Lemma wird uns spéter sichern, dass das Potential eines
Vektorfeldes, falls es existiert, bis auf eine Konstante auf einem Gebiet eindeutig
bestimmt ist.

Beispiel 66. Wir betrachten das Gebiet G = {(z,y) : * > 0 und y > 0} C R? und
die Funktion f: G — R mit f(z,y) = arctan(y/z) + arctan(z/y). Es gilt
1 —y 1 1 —y Y
z\ T, + = + =0
folay) = 1+ (y/x)? 14+ (z/y)?y  224y> 22 +y?

und aus Symmetriegriinden auch f,(z,y) = 0. Da G ein Gebiet ist, ist f auf G
konstant. Wir berechnen diese Konstante dadurch, dass wir einen Funktionswert
bestimmen. Es gilt f(1,1) = 2arctan(l) = 27/4 = x/2. Wir haben folgendes
,Additionstheorem* bewiesen:

(5) () =5
arctan (| — | + arctan (7) = —.
Y T 2

Die Approximation von Funktionen einer Variablen durch Taylorpolynome 1t
sich wiederum durch die Betrachtung der Verkettung f o ¢ von f mit der Kurve
¢: R — R", &t) = &+ t(& — &y), zu einer Aussage fiir Funktionen f : R™ — R
verallgemeinern. Hier benutzen wir die Notation

) n 9 ok
(h,grad) = Zhj@’ (R, grad)* Z Z hgy - B 0x,0zj, ...0z;,

Jj=1 Je=1 5i=1

fiir b = (hy, ..., hy)T € R™
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Linearisigrung
von|Hy um Q Linearisierun
o Ol ﬂo T F
y(x
(y) N
0 5 0 1
X
H
V\\\ v
~]
> Nullstellenmenge 0
der Funktion
Yy +2y+4-x12

ABBILDUNG 15. Parametrisierung einer Héhenlinie

Satz 23 (Satz von Taylor). Es seien D eine offene konvexe Menge und f €
C™TY(D). Fiir beliebige T,%o € D gilt

mit dem Restglied
1

Ry 7, (£) = (1)

(& — &, grad) ™ f(Fo + 8(F — o))

fir ein 6 € [0, 1].
Bemerkung 13. Fiir m = 0 ist der Satz von Taylor gerade der Mittelwertsatz.

Bemerkung 14. Der Satz von Taylor (und der Mittelwertsatz) konnen fiir die Feh-
lerrechnung benutzt werden, wenn es moglich ist, das Restglied abzuschitzen.

3.8. Implizite Funktionen. Manchmal ist eine Funktion f nicht nur durch ei-
ne explizite Berechnungsvorschrift wie zum Beispiel f(z) = 2?2 gegeben, sondern
implizit durch eine Gleichung.

Beispiel 67 (Parametrisierung einer Niveaumenge). Wir betrachten die Funktion
g : R? — R mit g(z,y) = y*> + 2y + 4 — 22 und ihre Nullstellen Menge, also die
Hohenlinie Hy = {(x,y)T : g(z,y) =0} C R2.

Wie ein Blick auf die Abbildung 15 zeigt, ist die Menge Hy weder der Graph
einer Funktion y(z) noch der Graph einer Funktion z(y), da es in Hy mindestens
zwei Punkte mit gleicher z-Koordinate und mindestens zwei Punkte mit gleicher
y-Koordinate gibt. Da ¢(2,0) = g(v/3,—1) = 0, sind die Punkte P = (2,0)” und
Q = (v3,-1)T in der Menge Hy. Kénnen wir die Menge Hy in der Nihe dieser
Punkte als Graph einer Funktion schreiben?

Durch Auflssung der Gleichung g(z,y) = 0 nach y erhalten wir y = —1+v/x? — 3.
In der Nidhe des Punktes P miissen wir y(x) = —1 + v/22 — 3 wiihlen, denn 0 =
—1++/22 — 3. Jedoch ist die Funktion y(z) nur fiir > /3 definiert und die Spur
der Kurve z +— (z,y(z)) ist nur ein Teil der Hohenlinie (in Abbildung 15 rot).
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In der Néhe des Punktes @ bringt uns die Auflésung der Gleichung g(z,y) = 0
nach y nicht weiter, da keine Wahl des Vorzeichens eine Funktion y(z) in einem
offenen Intervall um —+/3 definiert. Der Grund dafiir ist, dass die Linearisierung
von Hy um den Punkt @) eine Parallele zur y-Achse ist, die erste Komponente des
Tangentialvektors an Hy in ) also verschwindet.

Hier kann y als Parameter benutzt werden. Umstellen der Gleichung g(x,y) =
0 nach z liefert x = ++1/y2+ 2y +4. In der Nihe des Punktes @ miissen wir
z(y) = —/92 + 2y + 4 wihlen, denn —/3 = —/(=1)2 — 2 + 4. Die Kurve y —
(=92 + 2y +4,y)T ist auf R definiert. Ihre Spur ist ebenfalls eine Teilmenge der
Hohenlinie (in Abbildung 15 blau).

Das Beispiel beschreibt einen Aspekt der allgemeinen Situation sehr gut. Eine
Niveaumenge N 148t sich in der Nihe eines Punktes P als Graph einer Funkti-
on darstellen, wenn man in der Linearisierung von NN in P, dies ist ein lineares
Gleichungssystem, die anderen Variablen eliminieren kann.

Satz 24 (Satz iiber implizite Funktionen). Es seien §: R™™™ — R™ und T € R™,
Go € R™ mit §(%o, %) = 0. Wenn § € C(U) fiir eine Umgebung U des Punktes
(Z0, Yo) und

det (8(3/1,?.? ) (Zo, :Jo)) # 0,
dann gibt es eine Umgebung Uy von Ty, eine Umgebung Vi von vy und eine Funktion
f:R" DUy — Vo CR™, so dass f(Zo) = ijo und fiir (Z,7) € Uy x Vi genau dann
g(Z,7) =0 gilt, wenn § = f(a’:’)

Bemerkung 15. Das lineare Gleichungssystem

ist die Linearisierung des Gleichungssystems §(%,%) = 0 um den Punkt (%, 5o)7.
Die Bedingung des Satzes iiber implizite Funktionen bedeutet, dass man die (m, m)-

Untermatrix aus den letzten m Spalten invertierbar ist und die letzten m Variablen

Y1, - -+, Ym durch die ersten n, also x1,...,x,, ausgedriickt werden kénnen:
) (g o) €5 = -
|\ 57— ——= o, % S . \ZosYo) | (T —2Xo) = (Y —Yo)-
(8(y1,...,ym)( ) 8(x1,...,xn)( )) ! )= )
Beweis. Wir betrachten die Komponentenfunktionen § = (g1, ..., gm)’ . Durch Per-
mutation der Variablen yq, ...,y konnen wir immer erreichen, dass
agm S
= (Zo,Yo) # 0
aym( )
gilt. Es gibt ein offenes Intervall U,, um (Zo, 7o)?, so dass
OGm - .
8—m( ) #0 YT € Up.
Ym
Wir definieren eine neue Variable 7, = ¢ (&, ). Da n,, als Funktion von y,,
mit Konstanten x1,...,Z,,91,--.,Yn_1 Streng monoton und stetig ist. gibt es ein

Umkehrfunktion f,, mit ¥, = fo(F, 91, -, Ym—_1,Mm)- Fiir alle (7,97 € Uy,
gm(fa g) =0«& g: (yla s Ym—1, fm(‘:a Yy - >ym—170))T-
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Statt der verbleibenden m — 1 Gleichungen ¢1(Z,9) = ... = gm-1(Z,¥) = 0 be-

trachten wir nun die Abbildung 4 : R**™~1 5 D — R™! mit

91 (@1, Ym—1s (T Y15+ Ym—1,0))

(& Y1,y Ym—1) = :

Im—1(Z, Y1, Ym—15 fm (T Y15+ -+, Ym—1,0))
(

und D = {(Z,y1,--+,Ym-1) : FWm : (Zy1,.--,Ym) € Un}. Da fir alle (&,7) €
Upm N{gm =0} und fiir alle j =1,...,m — 1 gilt

folgt aus der Bedingung

—»

fiir (%, 7)7 € Uy, sofort

2l . >
det (— 2 (Foyr, s Yme 0
¢ (3(y17---7ym—1)($ n 4 1) ;é

fiir alle (Z,y1,...,Ym_1)7 € D. Mit vollstindiger Induktion iiber die Anzahl m der
Gleichungen folgt die Aussage des Satzes. O

Beispiel 68. Wir betrachten die Funktion g : R? — R mit g(x,y) = y? +2y+4 — 22
wie in Beispiel 67. Es gilt Dg(; 0)r = (—=27,2y + 2)(2,0yr = (—4,2). Also kann man
die Gleichung g(z,y) = 0 in der Nihe des Punktes (2,0)7 nach y auflésen. Aber
es gilt Dy 5 _1yr = (—22,2y + 2)(y53,_1yr = (—2/3,0). Deshalb kann man die
Gleichung g(z,y) = 0 in der Nihe des Punktes (v/3, —1)7 nicht nach y auflosen.
Jedoch kann man sie dort nach z auflosen.

3.8.1. Implizites Differenzieren. Wenn h(Z) := §(Z, f(Z)) =0, g € C* und

so folgt aus der Kettenregel
Oh G, w07, o Of
ail'j N al'j
Insbesondere ist f partiell differenzierbar. Durch Umstellung dieser Gleichung nach
der partiellen Ableitung von f erhilt man
of . (07, .z \ 0T - .
o) = () 2w fia.

Diese Formel eignet sich, um die Ableitungen von f im Punkt Zy auszurechnen, da

—

der Funktionswert f(#y) = o bekannt ist.

Beispiel 69. Wir betrachten die Funktion g : R? — R mit g(x,y) = y?> +2y+4 — 22
wie in Beispiel 67 und den Punkt (z9,70)7 = (2,0)T. Da g.(z,y) = —2z und
gy(z,y) = 2y + 2, folgt aus g(z, f(z)) =0 um zo = 2 und f(2) =0, dass

F1(2) = —(94(2,0) 7 (92(2,0)) = —5(=H =2
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Dies ist einfacher als erst die Auflosung y = f(z) = —1 + Va2 — 3 konkret zu
bestimmen und dann diese explizit gegebene Funktion abzuleiten:

1
fl@) =a(a® =3)"12  f(2)=2 =2
4-3
Beispiel 70 (Zwei Gleichungen). Wir betrachten die Abbildung §: R?*2 — R? mit
2
Z —( 17— T2l
g1, 22,y1,92) (a?1y2 B y1x2> .

Es gilt §(0,22,0,0) = 0 fiir alle 25 € R und

_ _ oa
Dg = (2“””1 2 0 "’“'2) . det (9 ) = —22.
Y2 —Y1 —x2 X1 3(y1,y2)

Also ist die Gleichung §(Z, %) = 0 auf {z2 # 0} nach ¢ auflésbar. Explizit lautet
diese Auflosung yo = 2% /w2 und y1 = z1y2/72 = 23 /2% also

Flan, a2) = (96?/335) .

at /s

Wir berechnen die Ableitungsmatrix D f einmal explizit und einmal implizit:
> (3z%/23 —223/x3
Df= <2x1/$2 —a? /23

Df:—(ggr,f@»)lggmf(:f)):—( y _m)l Cr )

—Z2 X1 Y2
_ 1 <CC1 $2> (2961 —y2> _ 1 <2x% + Toy2 —T1y2 — y1x2>
22 \z2 0 Y2 —UY1 x2 2x1To — T2y
_ 1 ( 322 2x1y2> _ 1 ( 322 21’1{’/332)
22 \ 27120 —a? 22 \ 27120 —? ’
da zoys = 23, Y129 = 21y, wenn §(Z, ) = 0 und 25 # 0.
g

Im Punkt # € R* ist die Gleichung §(&, i) = 0 nicht nach zwei der vier Variablen
auflosbar, weil in dem Punkt keine (2,2)-Untermatrix von Dg invertierbar ist.

3.8.2. Umkehrabbildungen. Wir betrachten eine Abbildung f: R™ — R™ und wol-
len wissen, ob eine Umkehrabbildung, also eine Abbildung f “1:R"™ — R" mit
FYf(@) = Z fiir alle & € R™, existiert. Diese Frage ist im Allgemeinen schwer
zu beantworten. Zum Beispiel miisste man entscheiden konnen, ob die Abbildung
injektiv ist und die Bildmenge f (R™) gut beschreiben konnen. Wenn uns die Ab-
bildung f aber nur in der Nihe eines Punktes inEeressiert und wir nur nach

einer Umkehrabbildung in der Nihe des Bildpunktes f(Z() suchen, so gibt uns die
Differentialrechnung ein handliches Kriterium.

Satz 25 (Lokale Umkehrabbildung). Es seien f € C*(U) mit U D R™ und T € U.
Wenn det(Dfz,) # 0, dann ezistieren eine offene Umgebung Vo von f(Zo), eine

—
—

offene Umgebung Uy von &y und eine Abbildung b : Vo — Uy, so dass l_“;( @) =12
fiir alle & € Uy.

Die lokale Umkehrabbildung h st stetig differenzierbar. Die Jacobi-Matriz der
Umkehrabbildung h ist die Inverse der Jacobi-Matriz von f, genauer:

DE@? = (Df%(g))_1~
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Beweis. Wir wenden den Satz iiber implizite Funktionen auf die Funktion g :
R2" — R™ mit §(Z,7) = § — f(Z) und den Punkt (Zo, f(Z))T an. Da

o _ _of

or  oF
ist die Gleichung §— f(#) = 0 in der Néhe des Punktes (Zo, f(Zo))” nach & auflosbar.
Also i — f( ( 7)) = 0. Da —g Id, die Einheitsmatrix, ist, folgt sofort

Beispiel 71 (Polarkoordinaten). Die Abbildung f : R? — R2 mit

o= (7222)

rsin ¢

hat die Funktionaldeterminante det(Df) = r (siche Beispiel 59). Deshalb ist die
Abbildung fiir 7 > lokal umkehrbar. Obwohl f(R?) = R?, existiert keine Unkehr-

abbildung, die auf R? definiert ist. Ein maximales Definitionsgebiet fiir eine lokale
Umkehrabbildung ist zum Beispiel R? \ {(z,0) : z < 0}. Dort wird durch

arctan(y/x) x>0

r= ViR 6= {accot(afy)  y>0

—m +arccot(z/y) y <0
eine Abbildung definiert. Es gilt lim,_,o+ ¢(—1,y) = 7 und lim,_,o- ¢(—1,y) = —
Beispiel 72 (Kugelkoordinaten). Die Abbildung

7 COS ¢ COS P
R =R f(r,¢,9) = | rsingcosy |,

7 siny

hat die Funktionaldeteminante det(Df) = 72 cost) (siehe Beispiel 60). Die Funk-
tionaldeterminante verschwindet auf R>° x R x (—7/2,7/2) nicht. Dort ist f lokal
umkehrbar. Die Umkehrabbildung auf R>% x R? ist durch

- Va2 +y? + 22
vy, 2) = arctan(y/)
arcsin(z/+/22 + y? + 22)

gegeben.

Bemerkung 16. Wenn ¢ = f(f) eine Umkehrabbildung besitzt, so kann man statt
der Koordinaten Z auch die Koordianten % benutzen und verliert keine Informatio-
nen.
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3.9. Extrema fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher. Wir wollen die Ex-
tremwerte und Extremstellen einer Funktion f : R™ D D — R bestimmen. Wir
benutzen die Differentialrechnung, um lokale Extremstellen zu bestimmen, die in-
nere Punkte des Definitionsgebietes sind. Durch Vergleich der lokalen Extremwer-
te untereinander und mit den Funktionswerten von f in nicht inneren Punkten,
z.B. Randpunkten eines abgeschlossenen Intervalls, kann man dann eventuell die
globalen Extremwerte von f bestimmen. Jedoch ist die Bestimmung globaler Ex-
tremwerte ungleich komplizierter als bei Funktionen einer Verénderlicher.

3.9.1. Lokale Extremwerte.

Definition 26. Fin Punkt ¥y € D heifit lokales Maximum (Minimum) von
f, wenn es eine offene Umgebung U C D won Ty gibt, so dass f(Z) < f(Zo)
(bzw. f(Z) > f(Zo)) fiir alle Z € U.

Ein Punkt ¥y € D heifit strenges lokales Maximum (Minimum) von f,

wenn es eine offene Umgebung U C D wvon Xy gibt, so dass fir alle £ € U mit
T # Xy die echte Ungleichung f(Z) < f(Zo) (bzw. f(Z) > f(Zo)) gilt..

Manchmal nennt man lokale Extremstellen auch relative Extremstellen. Ein
Punkt #y € D ist genau dann ein lokales Minimum (Maximum), wenn fiir alle
Kurven ¢ : R — D mit ¢(0) = Zp die Funktion foc: R — R in ¢t = 0 ein
lokales Minimum (Maximum) hat. Natiirlich kann man nicht alle Verkniipfungen
mit Kurven testen, aber wenn f geniigend oft stetig differenzierbar ist, reicht es,
die partiellen Funktionen f; mit f;(t) = f(Zo + t€;) zu untersuchen.

Satz 26 (Notwendiges Kriterium fiir ein lokales Extremum). Wenn f € CY(D),
D C R™ eine offene Menge und Xy € D lokales Extremum, dann gilt (grad f)z, = 0.

Beweis. Da die partiellen Funktionen f(Zy + t€;) in ¢t = 0 ein relatives Extremum
haben, gilt f,, (Zo) = 0 fiir alle j. O

Wenn im Punkt Zj alle partiellen Ableitungen verschwinden, also D fz, = 0,
dann nennt man ¥y einen kritischen Punkt oder einen stationiren Punkt.

Beispiel 73 (Drei grundlegende Beispiele). Wir betrachten die Funktionen f,g,h :
R? — R mit f(z,y) = 2% + 92, g(x,y) = —2% — y* und h(z,y) = xy. Es gilt
Df = (2z,2y), Dg = (—2z,—2y) und Dh = (y,z). Also ist 0 der einzige kritische
Punkt der Funktionen.

Hier kénnen wir leicht iiberpriifen, dass 0 ein lokales Minimum von f und ein
lokales Maximum von g ist, denn f(0,0) = ¢(0,0) = 0 und f(z,y) > 0 und g(z,y) <
0, wenn z # 0 oder y # 0. (In diesem Fall ist der Punkt 0 sogar ein globales
Extremum der Funktionen f unf g.) Es gilt

o fmm fx _ 2 0 un — Jazx Yz _ -2 0
me= (G g) = () = (G 5= (0 5)

Die Matrizen Hy und H, sind symmetrisch, weil f und g zweimal stetig differen-
zierbar sind. Die durch Hy und H, definierten quadratischen Formen sind positiv
definit bzw. negativ definit, d.h. v/’ Hyv > 0 und v Hyv < 0 fiir alle v € R? mit
v # 0.

Obwohl 0 ein kritischer Punkt ist, hat die Funktion » im Punkt 0 weder ein
lokales Minimum noch ein lokales Maximum, denn h(t,t) = t2 > 0 fiir alle t # 0
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g
s

ABBILDUNG ABBILDUNG
16. Lokales 17. Lokales ABBILDUNG
Minimum Maximum 18. Sattelpunkt

und h(t,—t) = —t? < 0 fiir alle t # 0. Es gilt

how 01
h (hym Ry 10

Auch die Matrix Hj, ist symmetrisch. Die durch Hj, definierte quadratische Form
ist jedoch indefinit, weil die Matrix Hj den positive und negative Eigenwerte hat
(A = +£1). Die Abbildungen 16, 17 und 18 zeigen die Graphen der Funktionen
flx,y) = 2% + 92, g(x,y) = —2% — y? und h(x,y) = 2y in der Nihe des kritischen
Punktes (0,0)7.

Definition 27. Es seien f € C?(D) und ¥y € D C R™. Die (n,n)-Matriz der
partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

62
(i) = (o))
K3 lj

J=1,...,n

heifst Hesse-Matrix der Funktion f im Punkt .

Wenn f € C?(D), dann ist die Hesse-Matrix H eine symmetrische Matrix und
definiert eine quadratische Form ¢ : R™ — R durch ¢(v) = UTva. Der Wert
vT H(%p)v ist die zweite Ableitung der Funktion h : R — R mit h(t) = f(Zo + tv)
in t = 0. Wenn &, ein kritischer Punkt ist, so gilt A’(0) = 0 und mit Hilfe dieser
zweiten Ableitung h”(0) = vT H(%p)v kann man (oft) entscheiden,ob h in t = 0 ein
lokales Extremum hat. Zur Untersuchung der Funktion f muss man nun v” H ¢ (Zp)v
fiir alle Richtungen v € R™ kontollieren kénnen.

Definition 28. FEine symmetrische Matric H (quadratische Form) heifst

(1) positiv definit, wenn v Hv > 0 fiir alle v € R™ \ {0},

(2) negativ definit, wenn vI Hv < 0 fiir alle v € R™ \ {0},

(3) positiv semidefinit, wenn H nicht positiv definit aber vI Hv > 0 fiir alle
v eR”,

(4) negativ semidefinit, wenn H nicht negativ definit aber v/ Hv < 0 fiir
allev € R™,

(5) indefinit sonst.
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Es ist nicht moglich, alle Werte v7 Hv zu testen. Doch dies ist auch nicht notig.
Wir kénnen mit Hilfe der reellen Eigenwerte oder durch Berechnung von Hauptun-
terdeterminanten entscheiden, ob eine symmetrische Matrix H positiv oder ne-
gativ (semi-)definit ist. Zu einer symmetrischen Matrix H = (hyj)ij=1,..n sei
H,, = (hij)ij=1,..m die Untermatrix, die man durch Streichen der letzten n —m
Zeilen und Spalten erhélt. Sie heiffit m-te Hauptuntermatrix.

Satz 27. Es sei H eine symmetrische Matrix.

(1) H ist positiv definit < Alle Eigenwerte von H sind positiv. < Fir alle m
gilt det Hy,, > 0.

(2) H ist negativ definit < Alle Eigenwerte von H sind negativ. < Fir alle m
gilt (—=1)™(det H,,) > 0.

(3) H ist positiv semidefinit und nicht positiv definit < Alle Eigenwerte von H
sind nicht negativ und mindestens ein Eigenwert ist 0. = Fir alle m gilt
det H,,, > 0 und det H = 0.

(4) H ist negativ semidefinit und nicht negativ definit < Alle Eigenwerte von
H sind nicht positiv und mindestens ein Eigenwert ist 0. = Fiir alle m gilt
(=1)™det H,, > 0 und det H = 0.

(5) H ist indefinit < Die Matriz H hat positive und negative Figenwerte

Satz 28 (Hinreichendes Kriterium fiir ein lokales Extremum). Es seien f € C?(D)
und £y € D ein kritischer Punkt. Ist die Hesse-Matriz Hy(Zo) von f im Punkt Zo
(1) positiv definit, so hat f in Ty ein lokales Minimum.
(2) negativ definit, so hat f in Ty ein lokales Mazimum.
(3) indefinit, so hat f in Ty kein lokales Extremum, sondern einen Sattelpunkt.

Beweis. Mit Hilfe der Taylorformel kann man f(Z) — f(Zp) fiir & in einer kleinen
Umgebung von o abschétzen. O

Bemerkung 17. Ist die Hessematrix in einem kritischen Punkt nur semidefinit, so
kann man ohne weitere Untersuchung der Funktion nicht entscheiden, ob sie ein
lokales Extremum in diesem Punkt hat oder nicht.

Beispiel 74 (Semidefinite Hesse-Matrix). Wir betrachten die Funktionen f,g,h :
R2 — R mit f(z,y) = 22, g(z,y) = 22 + 3> und h(z,y) = 22 + y*. Es gilt
Df = (22,0), Dg = (22,3y?) und Dh = (2x,4y3). Also ist 0 der einzige kritische
Punkt der drei Funktionen f, g und h. Wir berechnen die Hesse-Matrizen:

2 0 2 0 2 0
Hf:(o 0>’H9:<0 6y)’Hh:<0 12y2)

50) = 1,0 = 100 = (5 7).

ist die Hesse-Matrix der Funktionen f, g und h in 0 positiv semidefinit. Sie hat die
Eigenwerte 2 und 0.

Die Funktion f hat in 0 ein lokales Minimum, das allerdings kein strenges lokales
Maximum ist, da f(0,y) = f(0,0) = 0 fiir alle y € R. Die Funktion g hat im
kritischen Punkt 0 kein Extremum sondern einen Sattelpunkt, denn f(0,7y) = 3
und 33 hat in y = 0 kein Extremum. Die Funktion % hat im kritischen Punkt 0
ein strenges (globales) Minimum, denn f(x,y) = 22 + y* > 0 fiir alle 2,5 € R und
22 + y* = 0 genau dann, wenn = = y = 0. Die Abbildungen 19, 20 und 21 zeigen



66 ANNETT PUTTMANN

T i I
) )
RS 2 otbiyy 17
\“\‘\‘ i

ABBILDUNG ABBILDUNG ABBILDUNG
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die Graphen der Funktionen f(z,y) = 22, g(z,y) = 2% + %® und h(x,y) = 2® + y*
in der Niihe des kritischen Punktes (0,0)%.

Beispiel 75 (Mehrere kritische Punkte, Sattelpunkte und lokales Maximum). Wir
betrachten die Funktion f : R?2 — R mit f(x,y) = 2y(6 — x — y). Als Polynom ist
feC? Esgilt Df = (y(6 —x —y) — 2y, (6 —  — y) — xy). Ein kritischer Punkt
(z,y) erfillt die Gleichungen zy = y(6 —z —y) und zy = (6 —x — y). Falls y = 0,
so ist die erste Gleichung erfiillt und die zweite wird zu 0 = z(6 — z). Also sind
Py = (0,0)T und P, = (6,0)T kritische Punkte. Falls y # 0, so erhiilt man aus der
ersten Gleichung y = 6 — 2z und dann aus der zweiten 2% = (6 — 2x), also = 0
oder z = 2. Damit sind auch P3 = (0,6)” und P, = (2,2)” kritische Punkte.
Wir berechnen die Hessematrix:

o —2y 6 —2x —2y
Hf(ﬁ—zx—zy —2z )
und

0

Hp(Pr) = {

8) , indefinit , denn Eigenwerte =+ 6

Hy(P) = ( 0 __162> , indefinit , denn Eigenwerte — 6 & 6v/2
( -6 0

6) , indefinit , denn Eigenwerte — 6 + 6v/2
Hf(P4) = (_;l _i) , negativ definit , denn det H; = —4 und det Hy = 12.

Nur im kritischen Punkt P, hat f ein lokales Extremum. Die Funktion f hat im
Punkt ein strenges lokales Maximum mit f(P,) = 8.

Beispiel 76 (Funktion von drei Verdnderlichen). Wir betrachten die Funktion f :
R3 — R mit f(z,y,2) = 22 + 2z + yz. Als Polynom ist f € C2. Es gilt Df =
(2z+ z,z,2+y) = 0 genau dann, wenn z = 0, z = 0 und y = 0. Das bedeutet, dass
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0 der einzige kritische Punkt von f ist. Wir berechnen die Hesse-Matrix:

Hf: = H.

= O N
= O O

1 2 0
1], Hi@ =10 0
0 11

O = o=

DadetHi =2 >0,det H, =0 > 0 und det H3 = det H = —2 # 0, ist H weder
positiv noch negativ (semi-)definit. Also ist H indefinit. Deshalb hat f in 0 kein
lokales Extremum.

3.9.2. Globale Extremwerte. Nur wenn
Z ein innerer Punkt des Definitionsbe-
reiches D einer Funktion f : D — R
ist, folgt aus der Tatsache, dass  eine
Extremstelle ist auch (Df)z = 0. Das
bedeutet, dass zum Beispiel Extrem-
stellen im Rand des Definitionsgebie-
tes D im Allgemeinen keine kritischen
Punkte sind und durch die Methoden
des Abschnitts 3.9.1 nicht entdeckt
werden. Zur Bestimmung der globalen
Extremwerte einer Funktion f : D —
R muss man also noch das Verhalten
dieser Funktion auf dem Rand von D
genauer untersuchen. Diese zusétzli-
che Arbeit trat auch bei Extremwert-
untersuchungen von Funktionen einer
Variablen auf.

Aber selbst wenn D keine Rand-
punkte hat, z.B. wenn D = R™, dann
erfordert es weitere Argumente, um
aus der Kenntnis der lokalen Extrem-
stellen und -werte die globalen Extre-
ma einer Funktion zu bestimmen. Der Grund dafiir ist, dass zwar fiir f : R — R
aus f(xzg) = f(x1) folgt, dass zwischen xg und x; eine lokale Extremstelle liegt, dies
aber fiir Funktionen von mehr als einer Verédnderlichen nicht mehr gilt. Dort folgt
aus f(Zo) = f(#1) nur, dass es auf der Strecke {Zo + t(Z1 — Zo) : ¢t € [0, 1]} einen
Punkt gibt, in dem eine Richtungsableitung verschwindet.

ABBILDUNG 22. Lokales
Minimum jedoch keine
globalen Extrema

Beispiel 77 (Funktion ist beschrinkt). Wir betrachten die Funktion f : R3 — R
mit f(x,y,z) = cos(z +y)e = . Es gilt

Df = (—sin(z + y)e*f, —sin(z + y)efzg, —2z cos(x + y)e*f).

Da e~ > 0, ist (z,y,2)T genau dann ein kritischer Punkt, wenn sin(z + y) = 0
und z = 0. Wir berechnen die Hesse-Matrix

—cos(z +y)e ®  —cos(z+y)e 2zsin(z + y)e =
Hy = | —cos(z+y)e —cos(x +y)e~ 2zsin(z + y)e~
2zsin(z + y)e > 2zsin(z +y)e (422 — 2) cos(z + y)e %

22 2?2 22
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und werten sie in den kritischen Punkten (z, k7 — 2,0)” mit k € Z aus

(_1)k+1 (_1)k+1 0
Hy(z,kr —2,0) = [ (1) (—1)k+1 0 =: H.
0 0 (=1t

Da H; = (—1)**! und H, = H3 = 0, ist H negativ semidefinit fiir gerade k und
positiv semidefinit fiir ungerade k. Es gilt f(z, km—z,0) = (—1)*. Wegen 0 < e~ <
0und —1 < cos(z+y) < list auch f beschrinkt —1 < f(x,y, z) < 1. Da diese obere
bzw. untere Schranke in den kritischen Punkten als Funktionswert angenommen
wird, hat f in (z,2mm —,0)7 ein globales Maximum und in (z, (2m +1)7 —z,0)T
ein globales Minimum fiir alle x € R und m € Z.

Beispiel 78 (Konvexe und konkave Funktionen). Wenn eine Funktion f € C2(R™)
in #o ein lokales Minimum hat und die Hesse-Matrix Hy in allen Punkten & € R"
positiv definit ist, dann ist dieses lokale Minimum auch ein globales Minimum,
denn wenn f(71) = f(&o) fiir ein ¥; # ¥y, dann hat die Funktion h = f o ¢ mit
c(t) = @y + t(#1 — Zo) nach dem Mittelwertsatz ein lokales Maximum in ¢ € [0, 1].
Es gilt aber

W'(t) = O fo, @0)G(E) = Y fayws (E8) () () + f, (E1) ] (1)
j=1 ij=1
= (D&)" Hy(e(t)) Dé,

da ¢ eine Gerade ist, also cj/(t) = O fiir alle j. Aber h”(tg) < 0 und Hy positiv
definit widersprechen sich.

Analog gilt, wenn eine Funktion f € C?(R") in & ein lokales Maximum hat und
die Hesse-Matrix Hy in allen Punkten & € R™ negativ definit ist, dann ist dieses
lokale Maximum auch ein globales Maximum,

Beispiel 79 (Keine globalen Extremwerte). Wir betrachten die Funktion F : R? —
R mit f(z,y) = (x+y)>—122y. Es gilt Df = 3(z+y)?— 12y, 3(x+y)? —12x). Aus
3(z+y)?—12y = 0 und 3(z+y)?—12z = 0 folgt = y und dann 12x(z—1) = 0. Also
hat f zwei kritische Punkte (0,0)7 und (1,1)T. Wir berechnen die Hesse-Matrix

B 6(x +y) 6(x+y)—12
Hy = (6(x+y)—12 6(z+y) )

und werten sie in den kritischen Punkten aus

15@(0,0)(_22 _012>, Hf(1,1)<102 102>.

Da det H;(0,0) < 0 ist Hf(0,0) indefinit und der kritische Punkt (0,0)7 ist keine
lokale Extremstelle von f. Die Matrix H (1, 1) hat den doppelten positiven Eigen-
wert 12 und ist deshalb positiv definit. Darum hat f in (1,1)7 ein lokales Minimum.
Jedoch hat die Funktion f weder ein globales Minimum noch ein globales Maximum,
denn

lim f(x,0) = oo, lim f(z,0) = —o0.

Abbildung 22 zeigt die Hohenlinien und die z,y-Koordinatenlinien der Funktion
flzy) = (z+y)° - 122y.
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3.9.3. Extrema unter Nebenbedingungen. Manchmal ist es notwendig, bei der Be-
stimmung der Extremwerte einer Funktion f nur solche Argumente T zu betrachten,
die zusétzliche Bedingungen erfiillen. Solche Bedingungen kénnen durch Unglei-
chungen oder Gleichungen gegeben sind.

Zum Beispiel beschreibt

K :={(z,y)" :r* < (z—a)®+(y—b)* < R?}

die Menge aller Punkte im R?, deren Abstand vom Punkt (a,b)” mindestens r aber
hochstens R ist (Kreisring). Die Menge K besitzt eine Teilmenge K°, die nur aus
inneren Punkten besteht, K° = {r? < (z — a)? + (y — b)?> < R?}. Sie heifit Inneres
von K. Dort kénnen wir nach kritischen Punkten suchen. Das Komplement K \ K°
ist der Rand 0K = {r? = (z —a)? + (y — b))} U{R? = (z — a)? + (y — b)?}, der
durch Gleichungen beschrieben wird und gesondert betrachtet werden muss.

Sind die zusétzlichen Bedingungen fiir die Argumente  einer zu optimierenden
Funktion f als durch Gleichungen gegeben, so suchen wir die Extremwerte der
Funktion f unter der Nebenbedingung & € M := {Z € R" : §(&) = 0} fiir eine
Funktion g : R™ — R™. Ist g stetig, so ist die Teilmenge M abgeschlossen in R™. In
vielen Féllen ist M sogar eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge des R",
also eine kompakte Menge.

Satz 29 (Existenz von Extremwerten auf kompakten Mengen). Wenn f € C(M)
und M kompakt, dann hat f auf M ein globales Minimum und ein globales Mazi-
mum.

Beispiel 80 (Kreisscheibe, Kreis, Quadrat). Wir wollen die Extremwerte der Funkti-
on f:R? - R mit f(z,y) = 22 +y* auf folgenden Teilmengen des Dy, Dy, D3 C R?
bestimmen:

Dy ={2>+y* <1}, Dy={a?+y*=1}, Ds={(z,y)":-1<z,y<1}

Die drei Mengen D, D und D3 sind kompakt. Die Funktion f hat in 0 ein lokales
Minimum, das fiir f auf D; und auf D3 auch ein globales Minimum ist. Weitere
lokale Extremstellen hat f auf R? nicht.

Wir wollen f auf 9Dy = Dy untersuchen. Gliicklicherweise kénnen wir Dy als
Spur einer Kurve schreiben, also parametrisieren, Dy = {(cos¢,sin¢)? : ¢ €
[0,27]} und statt f auf Dy untersuchen wir die Funktion h : [0,27] — R mit
h(¢) = f(cos ¢, sin ¢) = cos? ¢ + sin® ¢. Die erste Ableitung

I (¢) = —2sin ¢ cos ¢ + dsin® ¢ cos ¢ = 2sin pcos p(2sin® ¢ — 1)
= —sin(2¢) cos(2¢) = —sin(4¢)/2

hat die Nullstellen ¢ = k7n/4 mit k € Z. Fiir die zweite Ableitung h”(¢) =
—2cos(4¢) gilt h"(kr/4) = —2cos(kw) = 2(—1)**1. Also hat f auf Dy in den
Punkten Py := (cos(km/4),sin(km/4))T fiir gerades k ein lokales Maximum und fiir
ungerades k ein lokales Minimum. Es gilt

1 k=04

2 4
fP) =9 (52) +(52) =% k=1357.
1 k=26



70 ANNETT PUTTMANN

Daraus folgt, dass 1 das globale Maximum von f auf D; und Ds ist. Es wird in
den vier Punkten Py, Py, P, und Ps; angenommen. Die Funktion f hat auf Dy das
globale Minimum 3/4. Es wird in den vier Punkten Py, Ps, Ps und P; angenommen.
Der Rand der Menge Ds ist enhalten in {(x,y)T : (22 — 1)(y? — 1) = 0}. Diese
Gleichung 148t sich lokal leicht nach einer der beiden Variablen auflsen. Es gilt

0Dz = {(L,y)"} U{(-1, )"} U{(z, )"} U{(z, -1)"} C Ds.

Nun miissen wir die Extremwerte der Funktionen h(t) = f(1,t) = 14+t*, h_1(t) =
f(=1,t) =1+t gi(t) = f(t,1) = 2+ 1 und g_1(t) = f(t,—1) = ¢ + 1 fiir

€ [-1,1] bestimmen. Wir sehen direkt, dass diese Funktionen ihr Minimum fiir
t = 0 und ihr Maximum in den Randpunkten, also fiir ¢ = 1 annehmen. Es gilt
f(£1,0) = f(0,£1) = 1 und f(£1,+£1) = 2. Die Minima von f auf dem Rand sind
groBer als das lokale Minimum in 0. Daraus folgern wir, dass f nur in 0 ein globales
Minimum hat und in den vier Eckpunkten (£1,41)” des Quadrats D5 ihr globales
Maximum annimmt.

Beispiel 81 (Gradientenvergleich). Wir wollen fiir die Funktion f : D; — R mit
f(x,y) = 22+y* aus Beispiel 80 verstehen, wodurch sich die Extremstellen (auf dem
Rand) auszeichnen. Es gilt Df = (2x,4y?). Die Ableitung verschwindet im lokalen
Minimum 0, D fg = (0,0). Der Rand von D; wird durch eine Gleichung definiert
0Dy = {(x,y)T : 22 + y? = 1}, ist also Nullstellenmenge der Funktion g : R? — R
mit g(z,y) = 22 + y% — 1. Es gilt Dg = (22,2y). Der Gradient (2x,2y)7 steht
senkrecht auf der Hohenlinie 9D;. Wir wollen die Funktion f aber nur auf dieser
Hoéhenlinie 0D; betrachten. Ein lokales Extremum von f auf dD; sollte vorliegen,
wenn der Gradient von f in alle Richtungen tangential zur Hohenlinie verschwindet,
also nur Anteile in Richtung grad ¢g hat.

Es gilt grad f = A grad g genau dann, wenn A = 1 und y(2y% —1) = 0 oder z = 0.
Diese Eigenschaft haben genau acht Punkte in D1, namlich (0,41)7, (£1,0)7,
(£v2/2,£v2/2)".

Satz 30 (Multiplikatorenregel von Lagrange). Seien f: R™ — R und §: R™ — R™
mit § = (g1,...,9m)" stetig differenzierbar und M = {& : §(¥) = 6} Wenn
ZTo € M lokales Extremum von f auf M ist und die (m,n)-Matriz (D§)z, Rang m
hat, dann existiert A € R™ mit A = (A1,..., A\m) und

691 Z .
e =1,...,n.
+Z>\6x] Vi=1,...,n

8;10]

Beweis. Die Bedingung rang Dg = m erlaubt es, die Gleichung ¢(¥) = 0 lokal nach
m der n Variablen aufzulésen. Wir erhalten eine Auflésungsfunktion h und eine
lokale Beschreibung der Menge M als {(, 2(£))T}. Nun hat die Funktion f (£, h(£))
ein lokales Extremum fiir 5_6 mit (5_6, i_i(f_;))) = Ty und die Existenz der Lagrange-
Multiplikatoren \; folgt aus der Kettenregel. O

Beispiel 82 (Quader minimaler Oberfliiche und vorgegebenem Volumen). Ein Qua-
der mit den Seitenlingen x,y,z hat das Volumen V = zyz und die Oberfliche
f(zyy,2) = 2(xy + zz + yz). Es sei V' > 0 ein vorgegebenes Volumen. Unter allen
Quadern mit dem Volumen V suchen wir den mit der kleinsten Oberfliche. D.h. wir
suchen das Minimum der Funktion f unter der Nebenbedingung g(x,y, 2) = xyz —
V =0.
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Da V > 0 ist, kénnen wir die Nebenbedingung nach z umstellen, z = V/(zy)
und miissen nun das Minimum der Funktion

hz,y) = f(x,y,V/(zy)) = 2(xy + V/y + V/z)
auf der offenen Menge {(z,y)” : 2,y > 0} C R? bestimmen. Es gilt
Dh = (2y — 2V/x? 2z — 2V /y?).

Aus ya? =V = xy? folgt © = y, da z,y > 0. Die Funktion h hat einen kritischen
Punkt mit z = y = V''/3. Die Hesse-Matrix von h ist

. 4V/.’L'3 2 1/3 1/3y _ 4 2
Hh - ( ) 4v/y3> ) Hh(V aV ) —\2 4/

im kritischen Punkt positiv definit. Also hat h dort ein lokales Minimum.

Nun wollen wir die Multiplikatorenregel von Lagrange verwenden. Es gilt dg =
(yz,zz,zy) # (0,0,0), da x,y,z > 0. Die Gleichung df + Adg = 0 wird mit df =
(2(y +2),2(z + 2), 2(x + y)) zu

(0,0,0) = (2(y + 2),2(z + 2), 2(z + y)) + A(yz, 2z, 2y)
= (2(y+ z) + A\yz, 2(x + 2) + Azz, 2(x + y) + Aay),
also
Y+ z xr+z r+y

Yz Tz Ty

A=—2

und durch Multiplikation mit zyz auch zy+x2z = xy+yz = x2z+yz. Wegen z,y, z >
0 erhalten wir die Bedingung = y = z und 2> = V aus der Nebenbedingung. Es
gilt f(z,z,x) = 622, also f(x,2,2) = 6V?/3 im kritischen Punkt mit x = V1/3,
Dieser kritische Punkt ist ein Minimum, da f(z,y,2) — oo fiir £ — 0 oder y — 0
oder z — 0.

Beispiel 83 (Entfernung zu einem Punkt). Wir suchen den Punkt auf der Ellipse
{(z,9)" : (z—2)2+4y> = 16, der am dichtesten am Ursprung 0 liegt. Wir miissen die
Funktion f(z,y) = 2 +y? unter der Nebenbedingung g(x,y) = (v —2)%2+4y?>—16 =
0 minimieren.

Die Nebenbedingung beschreibt eine kompakte Menge. Da die Funktion g stetig
ist, ist ihre Nullstellenmenge abgeschlossen. Auflerdem ist diese Menge beschrankt,
weil |z — 2| <4 und |y| < 2. Also nimmt f auf der durch die Nebenbedingung defi-
nierten Menge ihre globalen Extremwerte an. Weiterhin gilt Dg = (2(z — 2),8y) =
(0,0) &z =y =0, aber ¢g(0,0) # 0.

Da Df+ADg = (2x 4+ X2(z — 2), 2y + A8y) suchen wir Losungen des Gleichungs-
systems z = A(2 — z), y(1 +4)\) = 0 und g(z,y) = 0. Aus der zweiten Gleichung
folgt y = 0 oder A = —1/4.

e Wenn y = 0, so folgt aus g(z,0) = 0 sofort z = 2 £+ 4, also = 6 oder
x = —2, und dann A = —3/2 oder A = —1/2. Es gilt f(—2,0) = 4 und
£(6,0) = 36.

e Wenn A\ = —1/4, dann —4x = 2 —z, also = —2/3 und aus g(—2/3,y) =0
folgt y? = (16 — 82/3%)/4 = (4 — 16/9) = 20/9, also y = +2v/5/3. Es gilt
f(=2/3,42v5/3) = (4 +20)/9 = 8/3 < 4.

Den kleinsten Abstand zum Nullpunkt haben die beiden Punkte (—2/3, £2/5/3)T
auf der Ellipse. Dieser Abstand betrigt 2v/6/3.
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Beispiel 84 (Entfernung zu einer Geraden). Wir wollen den kleinsten Abstand zwi-
schen Punkten auf der Geraden z +y = 4 und der Ellipse z? + 4y?> = 4 be-
stimmen. Das bedeutet, dass wir das Minimum der Funktion f(z1,y1,z2,y2) =
(r1 — 22)% + (y1 — y2)? unter den Nebenbedingungen §(z1,y1,22,y2) = 0 mit

G=(91,92)", g1(x1,y1,22,y2) = 1+ y1 — 4 und ga(w1,y1, T2, y2) = x5 + 4y5 — 4
suchen miissen. Hier ist die durch die Nebenbedingung beschriebene Flidche nicht

kompakt, aber
. (1 1 0 0
Dg_(o 0 2 8y2)

hat maximalen Rang, weil go(1,%1,0,0) # 0, also der Punkt (0,0)” nicht auf der
Ellipse liegt. Es gilt
Df +MDg1 + A2Dgs
= (2(z1 — m2) + A1, 2(y1 — y2) + A1, —2(21 — @2) + 2X2m2, —2(y1 — y2) + 8Aay2).
Wir suchen Losungen des Gleichungssystems:
0=2(x1 —x2) + M1
0=2(y1 —y2) + M1
0= —2($1 — 1‘2) + 2229
0=—2(y1 — y2) +8Aaye
O=x21+y1 —4
0=a3+4ys — 4
Aus den ersten beiden Gleichungen folgt Ay = —2(z1 — 22) und 1 — x2 = y1 — Yo

Dann folgt aus der dritten und der vierten Gleichung x1 = 2o+ X222, y1 = yo+4A292
und 0 = Ay(4ye — z2), also Aa = 0 oder 4y = x1.
e Wenn Ay = 0, dann folgt 1 = z2, A\ =0, y1 = y2, y1 = 4 — x1. Doch die
Gerade x +y = 4 und die Ellipse 2% + 4y? = 4 haben keinen Schnittpunkt.
e Wenn 4y, = x9, so folgt 20y2 = 4, also y» = +1/v/5 und

0=x1+y1 —4=o2(14+ X2) + y2(1 +4X2) — 4 = 5yz + 8oy — 4,

also 8\2ys = 4 — 5ys. Damit folgt aus der vierten Gleichung 2(y; — y2) =
4 — 5y, also Y = 2 — 3y2/2 = 2 — 3/(£2V/5) und z; = 2+ 3/(+2V/5). Es
gibt zwei kritische Punkte. Es gilt

F(2+3/(2V5),2 - 3/(2v5),4/V5,1/V5) = 2(2 — V/5/2)°
f(2—-3/(2V5),2+3/(2V5), —4/V5,-1/V5) = 2(2 + V5/2)2.
Also sind die Punkte (2 + 3/(2v/5),2 — 3/(2v/5))T auf der Geraden und

(4/v/5,1/v/5)T auf der Ellipse die gesuchten Punkte mit dem geringsten
Abstand.

Beispiel 85 (Alternative Eigenwertmethode). Wir bestimmen die Extremwerte der
Funktion f(z,y, 2) = (z+y+ 2)? auf der Kugeloberfléiche, also unter der Nebenbe-
dingung g(x,y,2) = 22 +y? + 22 — 1 = 0. Die durch die Nebenbedingung definierte
Fliche ist kompakt und dort hat Dg maximalen Rang. Da

Df+ADg=2xz+y+z+ r,c+y+z+ Iy, x+y+z+Az2)
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gilt Df + ADg = 0 genau dann, wenn A = 0und x +y+ 2z =0oder x =y = 2
und A = —3. Im ersten Fall erhalten wir den Funktionswert f(x,y,z) = 0, der ein
globales Minimum ist. Im zweiten Fall fiihrt die Nebenbedingung zu x = y = z =
+1/4/3 und f(x,y,z) = 3. Da die Kugeloberfliche kompakt ist, nimmt f auf ihr
ein Maximum 3 und das Minimum 0 an.

Die Funktion f ist eine quadratische Form. Wir kénnen die Extremwerte von f
auf der Kugeloberflache, also auf der Menge der Vektoren von Lénge 1, mit Hilfe
der Eigenwerte der quadratischen Form bestimmen. Diese sind die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms

1—A 1 1
PN =det| 1 1-Xx 1 |=0-X>+1+1-31-X)=(B-I\%
1 1 1-A
Die quadratische Form f hat den doppelten Eigenwerte 0 und den einfachen Ei-
genwert 3. Das Maximum der quadratischen Form auf der Menge der Vektoren der
Lange 1 ist der grofite Eigenwerte 3, das Minimum ist der kleinste Eigenwert 0.
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4. EINFUHRUNG IN DIE NUMERISCHE MATHEMATIK

Fiir viele Fragestellungen kann man zwar die Existenz einer (eindeutigen) Losung
beweisen, man hat aber keine Formel bzw. keinen endlichen Algorithmus zur Be-
rechnung dieser Losung zur Verfiigung.

Beispiele fiir Probleme, die numerische behandelt werden miissen.

e Bestimmung von Nullstellen:

Ein Polynom vom Grad n in einer Variablen hat n komplexe Nullstel-
len. Ein Polynom ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten hat minde-
stens eine reelle Nullstelle. Aber fiir Polynome vom Grad > 5 gibt es keine
allgemeine Losungsformel. Die Untersuchung der Eigenschaften der Null-
stellenmengen von Polynomen in mehreren Variablen ist Gegenstand der
algebraischen Geometrie.

Die Losung der Gleichungen cosx = x, also der Nullstelle der transzen-
denten Funktion cosz — x kann nicht exakt bestimmt werden.

e Bestimmte Integrale stetiger Funktionen existieren, aber oft ist die Stamm-
funktion nicht in geschlossener Form bekannt.

e Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz beinhaltet ein leicht zu priifendes Kri-
terium, das die eindeutige lokale Losung eines Anfangswertproblems sichert.
Der Satz ist aber nicht konstruktiv, die Losung des Anfangswertproblems
wird i.A. numerisch konstruiert.

e Diskretisierung

Fragestellungen der Numerik. Fiir ein Verfahren zur ndherungsweisen Bestimmung
einer Losung fragen wir ob und wie schnell dieses Verfahren konvergiert. Auflerdem
mochten wir den Fehler zwischen exakter und Naherungslosung abschétzen.

Rechengenauigkeit. Selbst wenn man einen exakten Algorithmus anwenden kann,
so ergeben sich Rechenfehler durch die Unmdglichkeit die Dezimaldarstellung re-
eller Zahlen oder auch sehr kleine oder sehr grofie rationale Zahlen korrekt abzu-
speichern. Hier besteht die Aufgabe darin, die Probleme so zu stellen, dass ihre
numerische Behandlung stabil ist.

4.1. Fixpunktverfahren. Viele theoretische und numerische Probleme lassen sich
in die Frage nach der Existenz und Bestimmung Fixpunkten umformulieren.

Definition 29. Es sei g : [a,b] — R. Ein ¢ € [a,b] heifst Fixpunkt von g, wenn
g(c) = c.

Ein Fixpunkt einer Funktion g ist ein Schnittpunkt des Graphen von g mit der
Winkelhalbierenden y = 2 und Nullstelle der Funktion f(z) := g(z) — 2. Wenn g
stetig und f(a)f(b) < 0, d.h. f(a) und f(b) haben verschiedene Vorzeichen, dann
hat ¢g im Intervall [a, b] mindestens einen Fixpunkt.

Definition 30. Es seig: [a,b] — R. Wenn eine Konstante L € R existiert, so dass
lg(z)—g(y)| < Llx—y| fiir alle z,y € [a,b], dann geniigt g der Lipschitzbedingung
und die Konstante L heifit Lipschitzkonstante.

Lemma 12. Wenn g der Lipschitzbedingung geniigt, dann ist g stetig. Wenn g
stetig differenzierbar ist, dann geniigt g auf [a,b] einer Lipschitzbedingung mit einer
Lipschitzkonstante L = max,¢(q,p) |9’ (7)].
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Beweis. Aus dem Mittelwertsatz folgt

lg(z) — g(y)| = g(§)(z —y)| < max. g’ ()| -yl

fiir ein £ € [a, b]. O

Satz 31 (Fixpunktsatz). Wenn g : [a,b] — R der Lipschitzbedingung mit einer
Lipschitzkonstanten L < 1 gendigt und g([a,b]) C [a,b], dann jede rekursiv definierte
Folge {xp}tnen mit xg € [a,b] und xp41 = g(x,) gegen den einzigen Fizpunkt
¢ € la,b] von g und es gelten fiir alle n € N die Fehlerabschdtzungen

n

1-L

L
|20 —¢| < |21 = 2o, |2n — o] £ 770 — Tl
Beweis. Die Intervallschachtelung ¢™([a,b]) konvergiert gegen ¢, denn die Lénge

von g"([a,b]) ist kleiner als L™ (b — a) und konvergiert gegen 0. O

Bemerkung 18. Die Folge {z,} konvergiert schneller, wenn L klein ist. Wenn die
Existenz eines Fixpunktes gesichert ist, so konnte man diesen auch durch fortge-
setzte Halbierung des Intervalls und Wahl des geeigneten Teilintervalls (mit un-
terschiedlichen Vorzeichen der Funktionswerte an den Intervallenden) finden. Dies
entspriche L = 1/2.

Beispiel 86. Wir suchen die Fixpunkte der Funktion g(z) = 2In(1 + z). Es gilt
g(0) = 2In1 = 0. Also ist ¢ = 0 ein Fixpunkt von g. Weiterhin ist g(e — 1) =
2lne=2>e—1und g(e®> — 1) =2Ine? =4 < €? — 1. Also existiert ein Fixpunkt
von g im Intervall [e — 1,e? — 1]. Wir betrachten f(x) = g(x) — z. Es gilt

2 1-—
1 T

@) =@ 1= 1=

Also 0 < f'(x) < 1 fiir alle > 1. fiir alle > 1. Insbesondere ist f monoton
wachsend und har deshalb nur eine Nullstelle > 1. Aulerdem hat g auf [e—1,e? —1]
eine Lipschitzkonstante L < |2/9 — 1| = 7/9.

Wir starten die Fixpunktiteration mit zg = 3 und erhalten

X
N
\]
J
DO
o
1)
%0
J
2
NS
NS

~ 2,521035631
2,5175103194

Q

mit der Fehlerabschétzung

789 7-9

7
lc — zg| < @uo —z1| < 0,14, |c—axg] < ﬁb&g —z7| < 50,00420,014.
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4.1.1. Ubergang zur Umkehrfunktion. Wenn ¢'(x) > K > 1 fiir alle 2 € [a,b],
stetig differenzierbar und g([a, b]) C [a, b], dann existiert eine Umkehrfunktion g :
9([a, b]) — [a, b] mit

—1\/ -1y = !
S 107 W] < 1K <1, da (g7 (90) = s

Da g(c) = ¢ genau dann, wenn g~!(c) = ¢, kann man zur Bestimmung eines Fix-
punktes von g auch die Fixpunkte der Umkehrfunktion ¢g—! suchen.

Beispiel 87. Wir suchen die Fixpunkte von g(z) = tanz. Es gilt 0 = tanO.
Die Funktion g(x) hat in jedem Intervall (km — w/2,kw + 7m/2) einen Fixpunkt,
weil f(z) = tanx — x auf diesem Intervall alle reellen Zahlen als Funktionswer-
te annimmt. Wir suchen einen Fixpunkt von ¢ im Intervall (7/2,37/2). Es gilt
g'(z) = 1+tan? x > 1. Die Umkehrfunktion arctany+7 geniigt der Lipschitzbedin-
gung mit einer Lipschitzkonstante L = 1/2 < 1, denn (arctany)’ = 1/(1+y?) < 1/2
fiir alle y > 1.
Wir starten die Fixpunkiteration mit yy = 3 und erhalten

y1 = 7 + arctan(yo) ~ 4, 390638426
Yo = 7 + arctan(y; ) = 4, 4884516449
m + arctan(ys) ~ 4,4931752503

Y3
ys = m + arctan(yz) =~ 4, 493398405

(v1)
(42)
(ys)
ys = m + arctan(ys) =~ 4, 4934089363
(ys)
(v6)
(y7)

Q

Ye = T+ arctan(ys) =~ 4,4934094333
y7 = 7 + arctan(yg) ~ 4,4934094567
ys = 7 + arctan(yr) ~ 4,4934094579.

4.1.2. Nullstellenberechnung. Die Berechnung von Nullstellen einer Funktion f :
[a,b] — R 1a8t sich auf die Bestimmung von Fixpunkten zuriickfiihren, z.B.

e f(¢) = 0 genau dann, wenn ¢ Fixpunkt von ¢g(z) = x + f(x). Hier wihlt
man das Vorzeichen so, dass |¢'(z)| = |1+ f'(z)| < 1.

e Wenn f/(x) # 0 fiir alle ¢ € [a,b] dann ist f(c) = 0 genau dann, wenn c
ein Fixpunkt von g(x) = x — ){,((Z)). Die so definierte Iteration {z;, },en mit

xo € [a,b] und

Tntl = Tn - ff(&))

heifit Newton-Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen.

Da beim Newtonverfahren
o f@)f"(x) _ fla)f" (=)
g (73) =1-1+ f’(x)2 - f’(x)2 ’

gilt

Satz 32 (Konvergenzkriterium fiir das Newton-Verfahren). Wenn f € C?([a,b]),
f'(x) £ 0 fir alle x € [a,b] und

f@)f"(x)

L := max W

<1,
z€[a,b]
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dann konvergiert die Folge {xy}nen mit xo € [a,b] und x,11 = g(x,) gegen die
einzige Nullstelle ¢ von f in [a,b], falls x,, € [a,b] fir alle n. Es gelten die Fehler-
abschdtzungen

|f (@)

Ty — Tyt ¢ nl S T
| n—il, | ] mingepq5 |f/(2)]

lc — x| <

1-L

Beispiel 88 (Berechnung von 1/a). Die reelle Zahl \/a ist die positive Nullstelle der
Funktion f(z) = 2% — a. Wir wollen a = 1/2 betrachten, also /1/2 berechnen. Es
gilt 1/2 < \/1/2 < 5/7. Da1— f'(x) = 1 — 2z, geniigt die Funktion g(z) = 2 — f(z)
auf [1/2,5/7] der Lipschitzbedingung mit der Lipschitzkonstante L = 3/7. Wir
starten die Fixpunktiteration mit ¢y = 0,6 und erhalten

Ty =10 — 25 +1/2=0,74

Ty =1 — 21 +1/2=0,6924

T3 =19 — x5+ 1/2 = 0,71298224

Ty =13 — 3+ 1/2 ~ 0,70463856544
r5 = x4 — 23 +1/2 ~ 0,70812305753
T = x5 — T2+ 1/2 ~ 0, 70668479292
Ty =26 — o +1/2 ~ 0,70728139637
Ty = w7 — x2 + 1/2 &~ 0,70703442272.

Nun berechnen wir /1/2 mit Hilfe des Newtonverfahrens. Es gilt f/(z) > 1 fiir
x > 1. Wir starten auch das Newtonverfahren wieder mit xg = 0,6 und erhalten

f(zo)
f' (o)

~ 0, 71666666667

Tr1 = T —

~ 0,70717054264

To =1 —

T3 = Ty — ~ 0,70710678406

= x5 — ~ 0,70710678119.
e f'(@s3) ’

Das Newtonverfahren konvergiert hier sehr schnell.

4.1.3. Mehrdimensionales Newtonverfahren. Wenn f: R™ — R™, dann fiithrt die
Approximation

f(j‘nﬂ-l)_f(_’) (D JF) (T — Tn)

in der Néhe einer Nullstelle, also _‘( +1) &~ 0, zu der Iteration
) bz

Fnt1 =T — (D)7 f(Zn — (@) = (Dz, (Tns1 — Tn)

als lineares Gleichungssystem fiir Z,,11. Um dieses Iterationsverfahren durchfiihren
zu koénnen, muss D f invertierbar sein. Wenn zusitzlich die Abbildung §(Z) =
Z—(D f)gl F(&) kontrahierend ist, dann konvergiert dieses mehrdimensionale New-
tonverfahren gegen eine Nullstelle von f
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4.2. Interpolation. Gegeben sind Stiitzstellen zg,...,z, und die Werte y; =
f(z;) einer Funktion f in diesen Punkten. Gesucht ist ein Polynom p(x) mit
p(x;) = y; fir alle j =0,...,n, also ein Polynom durch die vorgegebenen Punkte.

Satz 33 (Existenz eines eindeutigen Interpolationspolynoms). Es seien paarweise
verschiedene x; € R und beliebige y; € R fiir 0 = 1,...,n gegeben. Dann existiert
ein eindeutiges Polynom p(x) vom Grad < n mit p(x;) = y; fir alle j.

Beweis. Das gesuchte Polynom ist

p) =3 [ o=

§=0  k#j

O

Beispiel 89 (Lineare Funktion). Fiir zg # 1 € R und yg,y1 € R gibt es genau eine
Gerade durch die Punkte (zg,y0)” und (x1,y1)7. Dies ist der Graph des Polynoms

o rx—x T—To _ —YoT + YoT1 + 1T — Y1%o
p(z) =yo + 1 =
XTo — T1 xr1 — T 1 — o
— 1 — 1T
_ U y0x+yo1 Y1 o.
1 — Zo 1 — To

Satz 34 (Fehlerabschiitzung). Es sei f € C"1([a,b]) und p das Interpolationspo-
lynom von f zu den Stiitzstellen zoy < ... < x,. Dann gilt

_ — _ < - (Tlr‘rl)
15 =l = s ) = )] < sy anas 17 0] e o)

mit a(x) = [T}l - 70).
Beweis. Fiir z € [a,b] und = # x; fiir alle j hat die Funktion

mindestens n+2 Nullstellen. Daraus folgt durch wiederholte Anwendung des Satzes
von Rolle, dass F("*1) im Intervall [a, b] mindestens eine Nullstelle hat. Es existiert
also ein & € [a,b] mit F("*D(¢) = 0. Da p ein Polynom vom Grad n ist, gilt
p("*t1) = 0. Das Polynom ¢ hat Grad n + 1 und der fithrende Koeffizient ist 0,
deshalb gilt ¢("*1) = (n + 1)!. Wir erhalten die Gleichung

F(t) = f(t) —p(t) -

0= Firt () = forsn (g - LB P gy,

q(x)
und damit die Abschitzung
lq(z)| (n+1) (n+1)
_ - < .
1£@) =Pl = L DO < oy mas 150D )] ma o)

O

Bemerkung 19. Der Faktor || f("*1)||,, in der Abschiitzung des Interpolytionsfehlers
héngt nur von der zu interpolierenden Funktion f ab. Der zweite Faktor ||¢||oo kann
durch geeignete Wahl der Stiitzstellen x; klein gehalten werden
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Satz 35 (Berechnung des Interpolationspolynoms). Es seien paarweise verschiede-
ne x; € R und beliebige y; € R fiir j = 0,...,n gegeben. Dann existieren B; € R,
so dass

n j—1

Z B; H(x—:rk) = Bo+Bi(x—x0)+Ba(z—x0)(x—21)+. .. Bp(z—20) ... (x—2p_1)
=0 k=0

das eindeutige Polynom p(x) vom Grad < n mit p(x;) = y; fir alle j ist.

Beweis. Die Gleichungen . . B; Hi;é(xz — x) = y; konnen nach B; aufgelost
werden 0

Beispiel 90. Wir betrachten die Stiitzstellen z; = j mit j = 0,1,2 und die Werte
Yo = y2 = 1 und y; = 0. Dann ist

1 =yo = p(xo) = p(0) = Bo,
0=y =p(r1) = Bo+ Bi(z1 —20) = 1 + By, By = —1,
1 =y2 = p(x2) = Bo + Bi(w2 — 20) + Ba(22 — 20) (22 —21) =1 =2+ B2, By =1
und das Interpolationspolynom p ist
p(x) =1~ (x —z0) + (x —zo)(z —21) =1 —z +a(r —1) = (z — 1),

Diese Formel fiir das Interpolationspolynom 148t sich leicht anpassen, wenn man
nicht nur die Funktionswerte an den Stiitzstellen z; vorgibt, sondern auch die Ab-
leitungen bis zur Ordnung m;.

Satz 36 (Interpolation von Funktionswerten und Ableitungen). Es seien paarweise
verschiedene x; € R und beliebige y(~l) eER firj=0,...,nundl =0,...,m;
gegeben. Dann ezistiert ein eindeutiges Polynom p vom Grad < n + Z?zl m; mit

J
(1) N D e . . o
pW(x;) =y, fir alle j,1. Es gilt p(x) =

n—1 m; j—1 My —1 n—1
SN Bu[[@-z)m M @-2)0+ Y By [[@— 2™ (@ — 2,)
7=0 1=0 k=0 =0 k=0

und die Koeffizienten Bj; kénnen durch Umstellung der Gleichung p(l)(xj) = y](-l)

nach B;; berechnet werden.
Beispiel 91 (Kubischer Spline). Esseien xg = —1, 21 = 1, y(()o) = ygo) =1, y(()l) =-2
und ygl) = 2. Dann gilt
p(l’) = BO70 + Bo,l(l’ — ZL‘Q) + B170(£ZZ — IL’())2 + B171($ — IL’0)2(SC — 1171)
und die Koeffizienten Bj; berechnen wir
1=y = p(z0) = Boyo
—2 =y = p(x0) = Boa

1= y§0) =p(z1) = Boo + Bo1(w1 — 20) + Bro(r1 —20)? =1 — 22+ By ¢2?

Big=1
2 = y§1) = p'(xl) = BO,I + 2B1,0(.131 — .130) —|— Bl,l(xl — $0)2 = —2 —|— 2 . 2 —|— B17122
Bi1=0

und p(x) =1 —2(x + 1) + (z + 1) = 2%
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Bemerkung 20. Interpoliert man nur die Funktionswerte an den Stiitzstellen, so
treten an den Intervallenden starke Oszillation auf, wenn die Anzahl der Stiitzstellen
grof} ist. Dem kann man entgegen wirken, indem man zwischen zwei Stiitzstellen
einen kubischen Spline verwendet und den Ubergang zwischen den einzelnen Splines
durch die Wahl der Ableitungen in den Stiitzstellen differenzierbar macht.

4.3. Numerische Integration.

4.3.1. Numerische Integration bestimmter Integrale. Um ein Integral einer Funktion
f numerische zu berechnen, bestimmen wir das Integral einer Interpolation von f.
Als direkte Folgerung aus der Fehlerabschitzung zwischen einer Funktion f und
ihrem Interpolationspolynom erhalten wir

Satz 37 (Integrationsfehler). Seien f € C"tV([a,b]), a = 29 < ... < x, = b
Stiitzstellen und p das Interpolationspolynom von f in diesen n + 1 Stitzstellen.
Dann gqilt

b
< 1 e | (@) / lg(2)|dz

b
/a f(fE) - p(l’)dI (n + 1)' z€la,b]

mit q(x) = (x — xzg) ... (x — xp,).

Fiir n = 1 ergibt sich die Trapezregel, d.h.

o) = s+ 1O

b f(a) + f(b)
/a p(z)dr = S—a)
(z — a)? ’

"l iz = / (o~ a)(b— a)da = 500
[(x —6a)3]b (b—a)®

b 02
+/(l‘%dx

a a

— 6’

b—a)?
< " (
< Jnax Lf" ()] 12

a

/a " f(a) - pla)da

Fiir n =2 und 1 = (b + a)/2 erhilt man die Simpsonformel,

atby _ f(q a) — ath a

b
b—a a+b
[ pterte =250 (@ ar (“50) 4 s0)
Wenn f € C*([a,b]), so gilt sogar die Fehlerabschiitzung

(b—a)® ()
2880 o (@)

p(z) = f(a) +2

b
/ f(z) - plx)dz| <

Bemerkung 21. Hier erhilt man die ,bessere“ Abschitzung, weil fiir beliebiges
¢ € R das Integral f; c(z — a)(z — L) (z — b)dzr = 0 und f eigentlich an vier
Stiitzstellen durch ein Polynom dritten Grades interpoliert wird.
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Entscheidend fiir die Giite der Formel ist der Exponent von b — a, der Inter-
valllinge. Fiir n > 1 konvergiert (b — a)™ schneller gegen 0 als b — a, leider wiichst
(b — a)™ auch schneller als b — a. Folglich werden die N#herungen fiir grofle Inter-
valllingen immer schlechter.

Eine Losung des Problems besteht darin, das Intervall [a,b] in N Teilinterval-
le gleicher Léinge, also (b — a)/N zu zerlegen und auf diesen Teilintervallen die
Trapez- oder die Simpsonformel anzuwenden. Fiir die zusammengesetzte Tra-
pezformel T (z) und die zusammengesetzte Simpsonformel Sy (x) gelten dann die
Fehlerabschétzungen

b b— a)3 /

(9 [ 1@ - Tvtarde] < G w770
’ (b—a) ()

(10) [ 10 - swalda] < Gt ma 119 o).

Folgerung 13. Fir N — oo konvergieren f:TN(x)dx und f: Sn(z)dx gegen
b
fa f(z)dz.

4.3.2. Uneigentliche Integrale. Wenn das Integrationsintervall unbegrenzt ist, z.B. [a, 00),
oder die zu intergierende Funktion f unbeschrinkt ist, kann man die Trapez- oder
die Simpsonformel nicht direkt anwenden.

e Abschneidemethode: Statt des [~ f(z)dz berechnet man faM f(z)dx
fiir ein M > a niherungsweise und schéitzt des Rest [ E) f(z)dz ab. Dies
ist sinnvoll bei Funktionen f, die fiir £ — oo schnell gegen 0 konvergieren,
z.B. f(z) =e".

e Substitution: Durch eine Substitution kann man ein unbeschréinktes Inter-
vall in ein beschrinktes transformieren. Zum Beispiel ist arctan([0,c0)) =
[0,7/2) und 1/([1,00)) = (0,1]. Manchmal funktioniert nach einer Substi-
tution auch die Abschneidemethode besser.

e partielle Integration: Zum beispiel kann man durch mehrmalige partielle
Integration von | 100 Si%dx erreichen, dass der Exponent von z im Nenner
grofer wird und dadurch die Abschneidemethode dann bessere Ndherungen
liefert, weil der Integrand fiir grofe « schneller gegen 0 konvergiert.

4.4. Differenzenverfahren. Ein ad hoc Methode zur numerischen Behandlung
von Differentialgleichungen, d.h. Anfangswert- und Randwertproblemen, ist das Dif-
ferenzenverfahren. Ersetzt man y’ durch Differenzenquotienten (y(xz 4+ h) —y(z))/h
mit kleiner Schrittweite h, so erhélt man ein lineares Gleichungssystem. Weite-
re Stichworte zu numerischen Losungsverfahren von Differentialgleichungen sind
explizit und implizites Euler-Verfahren, Runge-Kutta-Verfahren, Schrittweitenan-
passung und Methode der finiten Elemente.
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5. INTERGALRECHNUNG FUR FUNKTIONEN MEHRERER VERANDERLICHER

Das Integral [, f p f(%)d¥ einer Funktion f : R® D D — R=° soll das Volu-
men der Menge {(Z y) : & € D,y € [0, f(¥)]} messen. Wir definieren dieses
Integral erst fiir die einfachsten Funktionen (konstante Funktionen) und die ein-
fachsten Definitionsbereiche (abgeschlossene Intervalle) und setzten die Definiti-
on dann in geeigneter Weise fort, so dass das Intergal alle wiinschenswerte Ei-
genschaften hat, z.B. Additivitit fD f+9)(@)dE = [, f(Z)dT + [, g(Z)dZ und
Ip f( dac—fD\D f(@)dz + [, f(&)dZ fix D, C D.

Definition 31. Es seien d@,b € R" mit @ = >."
Menge

;& und b = Y7

j=105€;. Die

7j=1

[55,5] ={= ijé} RS [a]7 ]Vj}
j=1

-

heifit abgeschlossenes Intervall des R™. Die Zahl u([d,b]) = HJ 1(bj —aj) heifst
MaB oder Inhalt des Intervalls [a@,b)].

Ein abgeschlossenes Intervall ist eine kompakte Teilmenge des R™. Das Integral
einer konstanten Funktion f = ¢ iiber einem abgeschlossenen Intervall I sollte cu(I)
sein.

Definition 32. Eine Funktion f : R™ — R heifst Treppenfunktion, wenn es
endlich viele abgeschlossene Intervalle Iy, und c, € R gibt, so dass

. _ 1 Zel,
f ;CkXIk mu ka(‘T) {O fglk

Da Integral einer Treppenfunktion f >k CkXI, liber einer Menge D, die die
Vereinigung Uy Iy, enthélt, sollte [, f(Z)dZ = Y, cpp(I)) sein.

Definition 33. Es sei I C R"™ ein abgeschlossenes Intervall, D C I und f : D — R.
Wenn es eine Folge von Treppenfunktionen fn, : I, — R mit I,, C g¢ibt, die
gleichmafig auf I gegen f konvergiert, dann heifit f auf D intergierbar und

/I F@) a7 o= tim | (@) az

m— 00

Insbesondere gilt [; >0 ¢mx1,, dZ =Y o _o ¢mpi(Iy, ), wenn die Summe gleichméBig
konvergiert und I D U, I,

5.1. Integrale iiber abgeschlossenen Intervallen, Satz von Fubini.

Satz 38 (Integrierbarkeit stetiger Funktionen). Es sei I C R™ ein abgeschlossenes
Intervall. Wenn f : I — R stetig, dann ist f intergierbar tber I.

Beweis. Als stetige Funktion auf einer kompakten Menge ist f gleichmifig stetig.
Als Treppenfunktion f,, wahlt man zum Beispiel

2m
b — by —
S e i = [ S G a3
J=j1,..,0n=1 k k
und Zy € I;. Also UyI; =T und p(I;) = p(I)27"™. O
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Beispiel 92. Die konstante Funktion f = cist eine Treppenfunktion und [, f(Z) dZ =
ep(I).

Zu einem abgeschlossenen Intervall I = [d, b] betrachten wir Iy, := X jxx[a;, b;] C
R™~ ! die Projektion auf R™~!, die durch Streichen der k-ten Komponente entsteht,
und bezeichnen mit 7, die Projektion des Vektors & € I auf .

-,

Satz 39 (Zuriickfiihrung auf Integrale einer Verénderlichen). Wenn f auf I = [a, D]
integrierbar und f;: f(Z) dxy, fir beliebige xj € [a;,b;] mit j # k existiert, dann

Af@ﬂle;<afﬂ@dm>d@.

Beweis. Wir wihlen die Intervalle I so klein, dass | f(Z;) — f(Z)] < eu(I)™! fiir alle
# € Iy, wenn ¥y € I;. In der endlichen Summe ) ; c;pu(;) kann man umordnen
und erhélt die gewiinschte Abschétzung. O

Bemerkung 22. Wenn f auf I stetig ist, so ist f auf I integrierbar und kann durch
iterierte Integrale berechnet werden.

Beispiel 93. Wir betrachten I = [a,b] X [¢,d] und f: I — R mit f(z,y) = zy. Die
Funktion f ist stetig und deshalb gilt

/If(x,y)d(x,y)=/cd (/abwydx> dy:/cdg[w2]iiﬁdy=/cd b2;a2ydy

b — a? 1[ 2]y:d — ((b2 — a2)(d2 — CQ)
2 oW lv=c 4 '

Beispiel 94. Wir betrachten I = [0, 1] X [a,b] mit 0 < @ und f: I — R mit

¥ S fallsx >0
f(ff,y)Z{

0 Lfallsz=0"
Die Funktion f ist stetig auf I und insbesondere in den Punkten (0,%)7, weil
lim, o f(x,y) = lim, ,ox¥ = 0, falls y > 0. Nun beachten wir 2¥ = e¥™* und

berechnen

1 b 1 b
[t = [ ([ ey} ao= [ [Ty ) ao
I 0 a 0 a
1 eylnz y=b 1xb_xa
A Iy
o | Inx | _ o Inz

y=a
und
b 1 ) b 1 i1 o1 b 1
/If(x’y)d(x’y):/a (/O € dl‘) dy:/a yﬁ[.ﬁ ]Fody:/a mdy
b+1
1+ )l =t 2

Da f stetig ist, folgern wir

/1xb—a:“ b+1
=In .
o Inz a+1
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Das Intergal ist eigentlich, denn

und

=lim —— =b—a.
21 Ing b 1/x “

Beispiel 95. Wir betrachten f(z,y,z) = 2z + 3y + z auf I = [0,1] x [0,1] x [1,2].
Die Funktion f ist stetig und wir berechnen

2 1 1
/f(:ay,z)d(w,y,z) = / </ (/ 22 + 3y* + zdm) dy) dz
I 1 0 0
2 1 .
= / </ 2% + 3zy® + 22| dy> dz
1 0
2 1 2 1
:/ </ 1+392+2dy)d22/ ly+y° +yz]_ydz
1 0 1

2 212
—/2+zdz{22+z} :Z.
1 21, 2

5.2. Integration auf beschrinkten Mengen, Eigenschaften des Integrals.

Wenn D C R™ beschrankt ist, dann existiert ein minimales abgeschlossenes Intervall
I(D) mit D C I(D) Die Funktion xp : I(D) — R mit

@ {1 mlsEeD
xTr) =
XD 0 ,falls #¢ D

heifit charakteristische Funktion von D. Zu einer Funktion f : D — R bezeich-
nen wir mit f : I(D) — R die triviale Fortsetzung von F' auf I(D), also

< Z) ,fallszeD
ey =10 e reD
0 ,falls 2 ¢ D

Lemma 13. Die Funktion f : D — R st auf D genau dann integrierbar, wenn f
auf I(D) integrierbar ist.

Satz 40 (Eigenschaften des Integrals). FEs sein D C R™ eine beschrinkte Menge,
f. g integrierbar auf D, ¢ € R und D1 U Dy = D mit D; N Dy = () eine Zerlegung

von D. Dann gilt
/ cf(f)df:c/ f(@)dz
D D

/f(f)+g<f)df=/ f(f)der/ 9(Z) dz

e Monotonie: Wenn f(¥) < g(Z) fiir alle £ € D, dann

/f dx</ (%) di.

e absolute Integrierbarkezt |f| ist integrierbar auf D und wegen der Monoto-

nie | [, f(Z)dZ] < [, |f(Z)|dZ.
e Integrierbarkeit von Produkten: fg ist integrierbar.

o Linearitdt:
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o Additivitit: Wenn D1 N Dy = () und f integrierbar auf D1 und D2, dann
gilt

/ f(@)dx = f(@) dZ + f (@) dz.
D D D>
5.3. Messbare Mengen.

Definition 34. Fine beschrinkte Teilmenge D C R™ heif$t messbar, wenn ihre
charakteristische Funktion xp : I(D) — R mit

@) 1 , falls® € D
T) =
XD 0 ,fallsigD

auf I(D) integrierbar ist.

Dies bedeutet, dass die konstanten Funktionen auf messbaren Mengen integrier-
bar sind.

Es sei D C R™. Ein Punkt & C D heifit innerer Punkt, wenn es eine Umgebung
von ¥ gibt, die ganz in D liegt, also U. = {vecy : || — ¢|| < e} C D fiir ein € > 0.
Ein Punkt ¥ € R™ heifit Randpunkt, wenn jede offene Umgebung von & Punkte
enthilt, die in D liegen, und Punkte enthilt, die nicht in D liegen. Ein Punkt & € D
ist genau dann ein Randpunkt von D, wenn er kein innerer Punkt von D ist. Ein
Punkt # € R™ ist genau dann Randpunkt von D, wenn es eine Folge von Punkten
{Z,} C D gibt, die gegen ¥ konvergiert. Die Menge der inneren Punkte wir mit D°
bezeichnet, die Menge der Randpunkte mit 9D. Der AbschluB D der Menge D ist
die Vereinigung von inneren und Randpunkten D = D U dD.

Satz 41 (Kriterium fiir Messbarkeit). Fine beschrinkte Menge D C R™ ist genau
dann messbar, wenn zu jedem € > 0 endlich viele abgeschlossene Intervalle I, C R™
existieren, so dass

0D C Uil und Zu([k) < e.
k

Definition 35. Fine beschrinkte Menge M C R™ heifit Nullmenge des R™, wenn
zu jedem € > 0 endlich viele abgeschlossene Intervalle I, C R"™ existieren, so dass
M C Uil und Zk u(ly) < e.

Beispiel 96 (Graphen). Der Graph {(&, f(Z)) : £ € D} einer stetigen Funktion
f:D — R mit D C R"! kompakt ist eine Nullmenge in R™. Zum Beispiel ein
Abschnitt der Hyperebene {(Z,0) : € R"~1} C R™ oder die Oberfléiche der oberen

Halbkugel {(z,y, /1 — 22 —y?) : 2,y € [-1,1]} C R3.

Beispiel 97 (Nullstellenmengen von Polynomen). Wenn p : R” — R ein Polynom
und nicht p # 0, dann ist {Z : p(Z) = 0} eine Nullmenge des R™, z.B. die Kugelo-
berfliche {(x,y,2) : 2% + y? + 2% — 1 = 0}.

Lemma 14 (Volumen messbarer Mengen). Wenn M eine Nullmenge des R™ ist,
dann p(M) = 0. Wenn D eine messbare Menge ist, dann sind auch D° und 0D
messbar und (D) = u(D°) = (D).

Lemma 15 (Eigenschaften des Mafles). Wenn D1, Dy messbar, dann sind D1 N Do
und Dy U Dy messbar un des gilt u(Dy1 U Dy) = u(D1) + p(D2) — u(D1NDy). Wenn
D Nullmenge und Dy C D, dann ist auch Dy eine Nullmenge.
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Satz 42 (Integrierbarkeit auf messbaren Mengen). Wenn D C R™ beschrdnkt und
messbar und f : D — R stetig auf dem Abschluf$ von D, dann ist f auf D inte-
grierbar und

/ f@di= [ 5@ df:/ £(@) da.
D De b

Wenn g : D — R eine weitere Funktion, M C D eine Nullmenge und f(¥) =
g(%) fiir alle £ C D\ M, dann ist auch g auf D integrierbar und [, f(Z)dZ =
Jp () dZ.

5.4. Integration iiber Normalbereiche. Ein Beispiel fiir messbare Mengen sind
Mengen der Form

M ={Z=> ;& : x € [$(&x), ¥(Tx)], T € Dy}
=1

fiir eine messbare Menge Dy, € R™ !, z.B. ein abgeschlossenes Intervall, und stetige
Funktionen ¢, : D — R. Eine solche Menge nennt man auch Normalbereich
beziiglich z; oder graphartige Menge.
Beispiel 98 (Dreieck). Die Menge {(x,y) : y € [0,2],z € [0,1]} ist von dieser Art
fir k=220 =y, T =2 I =[0,1], ¢(z) = 0 und ¢(z) = z.
Beispiel 99 (Kreisscheibe). Der Kreis {(z,y)T : 2% 4+ y? < 1} ist von dieser Art fiir
k:2a T2 =1, 52 ) 12: [_171]7 QS(I‘) =V 1_3:27 w(x) =V 1—$2.
Beispiel 100. Die Menge {(z,y)T : 22 —y? < 1,|y| < 1} ist von dieser Form fiir
k=1az =2, & =y, I =[-1,1], ¢(y) = —/1 + 9 und ¥(z) = /1 + 3>
Beispiel 101 (Einheitstetraeder). Der Einheitstetraeder ist die Menge

{(@y,2)" oty +z<Lay 221}
Er ist die konvexe Hiille seiner Eckpunkte (0,0, 0)7, (1,0,0)7, (0,1,0)7 und (0,0, 1)
und Normalbereich iiber dem Dreieck D3 = {(x,9) : x +y < 1,2,y > 0} mit
¢(z,y) =0 und P(z,y) =1 -z —y.
Beispiel 102 (Rotationsflichen). Eine Rotationsfliche ensteht durch Drehung einer

Fléche, die durch den Graphen einer Funktion r = f(z) mit f(z) > 0 fur alle
z € [a, b] beschrénkt ist, um die z-Achse:

D={(w,y.2)" 12 +y* < f(2)*}.

So entsteht die Kugel durch Rotation der Flidche unter dem Graphen r = /1 — 22
fiir z € [-1, 1]. Der Rotationshyperboloid die Rotationsfliche, die aus der Auflésung
der Hyperbelgleichung ¢ — 22 = 1 nach ¢ entsteht.

Satz 43 (Zuriickfiihrung auf auf Integrale einer Variablen). Wenn D C R™ Nor-
malbereich beziiglich x und f: D — R stetig, dann gilt

/Df(f) d = /D (/:(Ij f(@) dxk> dZs,.

Beweis. Als Normalbereich ist D messbar. Darum ist f auf D integrierbar und
Jp [(Z)dZ kann als iteriertes Integral berechnet werden. Wir integrieren zuerst

nach der Variablen zj. Fiir festes 7, € I, verschwindet f (Z) als Funktion von xy
auferhalb des Intervalls [¢(Zk ), ¥ (Z%)]. O
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Beispiel 103 (Flicheninhalt des Dreiecks). Fiir a,b > 0 betrachten wir D = {(z, y)T :
y € [0,bz/a],x € [0,al}, ein rechtwinkliges Dreieck mit Kathetenlingen a und b und

berechnen 1(D) als Integral der charakteristischen Funktion xp auf I = [0,1]x[0, 1].

Es gilt

a T a B ap b ab
1d = ldy | dz = v=be/a g / 2rde = —[g?r=e = 2
[raa = [*([Crar)ao= [t an [ Lear= Juim =

Beispiel 104. Wir betrachten D = {(z,y)T : = € [0,7],sinz < y < z} und die
Funktion f(z,y) = x. Die Menge D ist ein Normalbereich beziiglich y mit ¢(x) =
sinz und ¢(z) = x. Da f stetig ist, ist f auf D integrierbar und das Integral kann
als iteriertes Integral berechnet werden.

/wd(m,y):/ (/ a:dy) dx:/ [y dl‘Z/ —zsinz + 22 dz
D 0 sinx 0 0
1,]" . T 1,
= |z2°| — |[rcosz]; — cosxdx | = -m° —7
37, 0 3

Folgerung 14 (Volumen der Rotationskérper). Das Volumen eines Rotationskérpers
D = {(z,y,2)T : 22 + y* < f(2)%,2 € [a,b]} fiir eine stetige Funktion f : [a,b] —

R=0 jst ,
/1d(x,y,z):/ mf(2)%dz.
D a

Beweis. Bs gilt D = {(2,9,2)7 : 2 € [a, 8], ly] < [(2), 2] < /T2(2) = 5}, also

b f(z) vV f(2)?—y?
/ld(x,y,z)z/ / / ldx | dy | dz
D a \J-1) \J-ViGF=2
b f(z)
= / / 2/ f(2)?2 —y?dy | dz

a f(z)

Substitution y = f(z)sint,dy = f(z) costdt

b /2
:/ (/ 2f(2)* cos2tdt> dz
a —m/2
b w/ b T
’ f(2)? </_7r/22 QCOSQtdt> dz :/a f(2)? (/_ﬂ cos%dt) dz

- / e,

weil ["_cos® tdt = m (Orthogonalitétsrelation). O

Bemerkung 23. Ist D C R™ messbar aber kein Normalbereich, so kann man versu-
chen, D in Normalbereiche zu zerlegen, D = D1 U...UDy, so dass der Durchschnitt
D; N D; fiir beliebige Indizes 4, j nur eine Nullmenge ist.

Beispiel 105 (Definition von Masse und Schwerpunkte). Es sei p : D — R eine
stetige Dichtefunktion, z.B. Masse- oder Ladungsdichte, und D C R? messbar.

Dann ist
m::/ p(Z) dz
D
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die Masse (oder Ladungszahl) von D. Den Punkt

1
Tg = —/ p(X)Z dx
mJp

nennt man Schwerpunkt von D. Hier wird das Integral der vektorwertigen Funktion
komponentenweise berechnet. Es gilt dann [, (& — Zs)p(F) dZ = 0.

5.5. Mittelwertsatz. Ahnlich wie fiir Funktionen einer Verinderlicher kann man
das Integral mit Hilfe der Extremwerte der Funktion und das Volumen des Integra-
tionsbereiches abschéitzen.

Satz 44 (Mittelwertsatz). Wenn f : D — R auf D integrierbar und D messbar,
dann gilt
w(D) inf f(Z /f ) di < p( )§ugf(f?)
re
und es existiert eine reelle Zahl n mit infzep f(Z) <1 < supzgep f(Z) und

| 1@ dz = (o).
D

Ist zusdtzlich g : D — R auf D integrierbar und positiv, d.h. g(Z) > 0 fir alle
Z € D, dann existiert eine reelle Zahl n mit infzcp f(Z) < n < supgep f(Z) und

| f@a@az D) | @) az

5.6. Substitution, Koordinatenwechsel, Transformationsregel. Statt eine
messbare Menge D in Normalbereiche zu zerlegen ist es héufig sinnvoller, geeig-
nete Koordiante zu withlen, z.B. bei der Integration der Funktion f(z,y) = 2%+ y?
iiber die Einheiskreisscheibe K = {(z,y)T : 22 + y? < 1}. Besziiglich Polarkoordi-
naten lassen sich das Integrationsgebiet K = {(t,#)’ : 0 < r < 1} und auch die
Funktion f(r,¢) = r? einfach ausdriicken. Aber was wird bei der Integration aus
d(x,y)? Hier ist die Transformationsregel:

Satz 45 (Substitution). Es sei  : R™ > D — R™ stetig differenzierbar und
injektiv, D messbar und f stetig. Dann gilt mit den Koordinaten & = ® ()

/D f(qi(ﬁ))‘det([)cﬁﬁ) i = L . £(Z)dz.

Beweis. Bei der Abbildung D@(z <I_5) geht das abgeschlossene Intervall I = [&',a
mit FuBpunkt @ in ein Parallelepiped mit Fufipunkt ® () iiber, das von den Vektoren
(b; — a;)(D®z)(€;) aufgespannt wird und das Volumen p(I)| det(D®g)| hat. O

Bemerkung 24 (Betragszeichen in der Transformationsformel und Vertauschbarkeit
der Integrationsreihenfolge). Bei der Definition und Berechnung von Integralen auf
Teilmengen D C R™ haben wir versteckt eine Orientierung des R™ benutzt, denn die
oberen Integrationsgrenzen sind immer grofler als die unteren Integrationsgrenzen
im iterierten Integral ffll e fj f(Z)dxy - - - dx,. Auch ein Integral einer Funktion

f iiber das Intervall [a,b] C R ist dann immer f[a b f(z)dx = f; f(z)dx und nie

a
J, f(x)dx

Durch diese Definition gewinnen wir die Vertauschbarkeit der Integrationsrei-
henfolge. Dafiir muss man in der Transformationsformel den Absolutbetrag der
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Determinante der Ableitungsmatrix als Faktor einfiigen und darf nur injektive Ab-
bildungen ® betrachten.

Bemerkung 25 (Injektivitit der Parametrisierung CI;) Da das Integral einer Funk-
tion auf einer Nullmenge 0 ist, muss die Parametrisierung & nur auferhalb einer
Nullmenge injektiv sein. Zum Beispiel ist die Polarkoordinatenabbildung Cf;(r, o) =
(rcos ¢, rsin )T nur auf (0,00) x [0,27) injektiv. Zur Berechnung des Integrals ei-
ner Funktion auf der Einheitskreisscheibe K kann man aber & : [0,1] x [0,27] — K
benutzen.

Beispiel 106. Mit der Polarkoordinatenabbildung 5(7’, #) = (rcos ¢, rsing)T gilt
/ (o) = [ rd(r,9)
K={z24y2<R?} [0,R] x[0,27]

17% 27 R
= / / rd(b) dr = / 2rrdr = mR?
0 0 0

/ 2 4y d(z,y) = / P d(r, 9)
K={z2+y2<R2} [0,R]x [0,27]

R 2 R T
= / </ re qu) dr = / 2rr3 dr = = R*
0 0 0 2

da det(D®) = r. Das erste Integral ist wie erwartet der Flicheninhalt eines Kreises
mit Radius R.

Beispiel 107. Wir berechnen das Integral der Funktion f(z,y,z) = 22 auf dem
Zylinder Z = {(z,y,2)T : 2% + y?> < 1,2 € [0, h]} fiir ein festes h >. Mit Zylinder-
koordinaten ®(r, ¢, z) = (rcos$,rsin ¢, z)T erhilt man det(D®) = r, f(r,¢,z) =
r2 cos? ¢ und

/ w2 d(x,y,2) = / r® cos® pd(r, ¢, z)
Z [0,1]x[0,27] X [0,h]
27 1 h
= / (/ (/ 3 cos? d)dz) dr> do
0 0 0
2m 1 2 h
= / (/ hr? cos? ¢dr> do = / —cos? pdo
0 0 o 4

wh

4 )

weil f02 " cos? ¢ dp = 7 (Orthogonalitiitsrelation).

Beispiel 108 (Rotationskérper mit Zylinderkoordinaten). Es sei D = {(z,y,2)7 :
2?2 +y? < f(2)?, 2 € [a,b]} der Rotationskérper fiir eine stetige Funktion f : [a,b] —

RZ% und g : D — R stetig. Dann ist ¢ auf D integrierbar und

/g(m,y,z) d(x,y,z)z/ g(rcos ¢, rsing, z)rd(r, ¢, z)
D

{z€[a,b],p€[0,27],r€[0,f(2)]}

bop2r pf(2)
— / / / g(rcosd,rsing, z)rdrdpdz.
a 0 0



90 ANNETT PUTTMANN

Fiir g = 1 erhélt man eine Formel fiir das Volumen des Rotationskorpers:

b r2m f(2) b 2w f(z)2
,u(D):/ 1d(x,y,z):/ / / rdrd¢dz:/ / do dz
D a JO 0 a JO 2
b
= / nf(2)*dz.
Beispiel 109 (Volumen der Kugel). Wir berechnen das Volumen der Kugel K =

{(z,y,2)T : 2® + y® + 22 < R*} als [, 1d(z,y, z) durch Transformation auf Kugel-
koordinaten, d.h. mit der Abbildung

7 COS ¢ COS P
d:R3> = R3  D(r,¢,7) = [ rsinpcosy
rsiny

In Beispiel 60 haben wir die Funktionaldeterminante det(D@) = r2 cos 1) berechnet.
Nun gilt

M(K)Z/ 1d(3:,yyz)=/ r? cos d(r, d,9))
K [0,R]x[0,27] x [~ /2,7/2]

_ /_://22 (/OR (/O%r%osquqs) dr) do

/2 R /2
= / (/ 2712 coswdr> do = / %R?’ cosydp = %RS[sinw]TL/ﬂQ/Q
0

—7/2 —m/2
L

R3.
3

Beispiel 110 (GauBsches Fehlerintegral). Es wurde schon gezeigt, dass das unei-

gentliche Integral ffooo e~t"dt existiert. Nun berechnen wir den Wert durch einen
,Umweg" iiber Integration einer Funktion in zwei Variablen. Es gilt

oS R
—¢2 . —¢2
/ e " dt = lim e " dt
R—oo R

R R
= lim / e~2% dx / e~ dy
R—oo -R -R

= lim / e~ =y d(x,y).
R—o0 [—R,R]x[—R,R]

Da der Kreis mit Radius v/2R das Intervall [~ R, R] x [~ R, R] enthilt und der Kreis
mit Radius R im Intervall [- R, R] x [— R, R] liegt, gilt die Abschétzung

/ eV d(,y) < / eV d(z,y)
{x2+y2SR2} [_RaR]X[_RvR]

< / e d(x, y).
{a2+y2<2R2}

— 00
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Fiir einen beliebigen Radius p berechnen wir mit Hilfe der Polarkoordinaten

2 2 2 p 2 2
/ e~ TV d(z,y) = / re”" d(r,¢) = / / re”" dodr
{z2+y2<p?} [0,p]%[0,27] 0 Jo
p
= / 2rre™" dr = —w[eTQ]S = (1 - e*pg) :
0

Da R? — oo und 2R? — oo fiir R — oo, gilt [~ et dt = /7.

5.7. Uneigentliche Integrale. Wir definieren Intergrierbarkeit auf unbeschréink-
te Teilmengen D C R™ und fiir unbeschriankte Funktionen, also limz_.z, f(Z) = £oo
fiir ein o € D\ D. In solchen Fillen kann man keine Folge von Treppenfunktionen
finden, die auf D gleichméfig gegen f konvergiert. Wir definierten Integrierbarkeit
mit Hilfe von Ausschopfungsfolgen beschrénkter Teilmengen D, C D auf denen
auch f beschrankt ist.

Definition 36. FEs sei D C R"™ eine unbeschrinkte, zusammenhingende Menge.
Fine Ausschépfungsfolge ist eine Folge {D, C D} beschrinkter, messbarer Teil-
mengen mit R, = infzcp\p, {|Z]} — oo fiir p — oo.

Eine Funktion f: D — R heifst auf D uneigentlich integrierbar, wenn f auf
jeder beschrdankten, messbaren Teilmenge von f integrierbar ist und der Grenzwert

lim f(@) dz

p—0 D,
fiir jede Ausschipfungsfolge {D,} existiert und unabhdingig von der gewdhlten Aus-
schopfung ist.

Es seien D C R™ beschrinkt und messbar und f : D — R unbeschrinkt. Fine
Folge {D, C D} abgeschlossener, messbarer Teilmengen heifit Ausschépfungsfol-
ge, wenn fir alle p die Funktion f : D, — R beschrinkt ist und pu(D\ D,) — 0 fir
p — 0.

Eine Funktion f : D — R heifst auf D uneigentlich integrierbar, wenn f auf
jeder abgeschlossenen, messbaren Teilmenge von f integrierbar ist und der Grenz-
wert

lim f(&)dz

p=oe /p,
fir jede Ausschipfungsfolge {D,} existiert und unabhdngig von der gewdhlten Aus-
schopfung ist.

Satz 46 (Kriterium fiir positive Funktionen). Es sei f : D — R mit f(Z) > 0
fiir alle ¥ € D und D zusammenhdngend. Die Funktion f ist genau dann auf D
integrierbar, wenn

lim f(&)dz
p—oe /p,
fiir eine spezielle Ausschopfungsfolge exisitiert.
Satz 47 (Absolute Integrierbarkeit). Es sei D C R™ mit n > 2 und D zusam-

menhdngend. Eine Funktion f : D — R ist genau dann auf D integrierbar, wenn
|flauf D integrierbar ist.
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Bemerkung 26. Durch eine Koordinatentransformation kann man ein Integral {iber
eine unbeschriankte Menge immer in ein Integral iiber eine beschrinkte Menge trans-
formieren. Manchmal ist dieses dann auch ein eigentliches Integral, d.h. die Funktion
ist beschrankt auf auf dem Abschlufl des Integrationsgebietes.

Beispiel 111. Wir untersuchen, ob die Funktion f(z,y) = e~V auf D = R2

integrierbar ist. Da f(x,y) > 0 fiir alle (x,y5)7 € R?, geniigt es, eine spezielle
Ausschépfung zu betrachten. Wir wihlen D, = {(z,y)7 : 22 + y* < p?}. Es gilt

2 2 2 ¢ 2m 2
[ e awn = [ o) = [ [ e avar
D [O,p]X[O,Qﬂ'] 0 0

’ 77”2 T‘2
= 2rre”" dr = w[—e
0

P

b =n(—e " +1)

und

lim e v v d(z,y) = lim 71'(—67’)2 +1)=m.
p—00 D, p—00

Beispiel 112. Wir betrachten die Funktion f(z,y) = (22 + 3?)~Y? auf D =
{(z,9)" : 0 < 2% + y*> < 1. Die Funktion f ist in der Niihe des Punktes 0 unbe-
schrinkt. Aber es gilt f(x,y) > 0 fiir alle (z,y)” € D. Wir betrachten die spezielle
Ausschopfungsfolge Ds = {62 < 22 + y? < 1} mit Ds — D fiir 6 — 0. Es gilt

1 27 1 27
_ 2\—1/2 _ _ _
o, flz,y)d(x,y) —/5 /0 (r%) rd¢dr _/5 /0 1dodr =2mw(1 —9)

und damit lims_ fDé f(z,y)d(z,y) = 2m. Die ist auch der Wert des Integrals
Jp fz,y) d(z,y).

Beispiel 113. Wir betrachten die Funktion f(z,y) = x(2?+y?)~2 auf D = {(z,y)T :
0 < 22 + y? < 1. Die Funktion f ist in der Nihe des Punktes 0 unbeschrénkt, weil
f(x,0) = 273. Da f nicht positiv ist, betrachten wir |f(z,y)| = |z|(2? + y?)~2 und
die spezielle Ausschopfungsfolge Ds = {6% < 22 + y* < 1} mit Ds — D fiir § — 0.
Es gilt

_ 1 27 ‘ oo _ 1 27 |COS¢‘
A f<x,y>d<x,y>—/5 / | cos 6|(r2) rd‘b‘“‘/(; / 06 dr

7«2
1 /2 1 1
:/ 2/ C052¢d¢dr:/ Ar—2dr = —4 H :_4<1_1>
s —n/2 T 5 s 0

und der Grenzwert limgs_.og = fD5 |f(z,y)|d(x,y) existiert nicht. Also sind weder |f|
noch f auf D integrierbar.

Beispiel 114. Fiir welche « existiert das Integral der Funktion f(z,y) = (224y%)*/?

auf D = {0 < 22 +y? < 1}? Da f(z,y) > 0 fiir alle (x,y)T € D, geniigt es, eine
spezielle Ausschopfungsfolge zu betrachten, um diese Frage zu beantworten. Mit
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Ds = {6% < 2% + y* < 1} erhalten wir

1 27 1 27
— 2\a/2 _ a+1
[ swday) /5/0 (1)1 dg dr /5/0 P+ g dr

1
2m [Lroﬁqh a#—1,-2

a+2
27(1 —9) a=-1
—27Ind a=-2
Da lims_.gInd = —o0, lims_.o(1 — §) = 1 und lims_5*"? mit o # —2 genau

dann existiert und = 0 ist, wenn o > —2, haben wir gezeigt, dass das Integral
Jp f(z,y) d(x,y) genau dann existiert, wenn o > —2. In dem Fall gilt

| f@ndan = 5

Das Integral existiert also, wenn f fiir r — 0 nicht stérker wichst als 1/7.

Beispiel 115. Fiir welche « existiert das Integral der Funktion f(x,y) = (2% +y?)*/?
auf der unbeschrinkten Menge D = {z2+%? > 1}? Da f(z,y) > 0 fiir alle (z,y)T €
D, geniigt es, eine spezielle Ausschopfungsfolge zu betrachten, um diese Frage zu
beantworten. Mit D, = {p? > 22 + y* > 1} erhalten wir

27
/D,, f(z,y)d(x,y) /10/0 (r2)a/27‘d¢dr = /1P 2mr ot de dr

p
27 {Q%_QTO‘“] a#—1,-2
1
2r(p — 1) a=-1
2rlnp a= -2

Da lim, .o Inp = 00, lim,—oo(p — 1) = oo und lim,_,o p**2 mit o # —2 genau
dann existiert und = 0 ist, wenn o < —2, haben wir gezeigt, dass das Integral

Jp f(z,y) d(z,y) genau dann existiert, wenn o < —2. In dem Fall gilt

27
/Df(x7y)d(xay) :7Oé+2.

Das Integral existiert also, wenn f fiir r — oo stérker als 1/r abfllt.
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6. LAPLACETANSFORMATION

Wir beschéftigen uns mit der Laplacetransformation als Beispiel einer Integral-
transformation

6.1. Integraltransformationen. Eine Integraltransformation 7" ist eine eindeu-
tige Abbildung, die Funktionen f andere Funktionen T'(f) durch

T(f)(x) = /D K 0)f(t) dt

zuordnet, wobei D C R ein Intervall ist, das auch unbeschrinkt sein kann, und K
eine Kernfunktion. Natiirlich ist eine Integraltransformation immer nur fiir Funk-
tionen mit bestimmten Eigenschaften (Integrierbarkeit) definiert.

Beispiel 116. Durch Spezialisierung des Intervalls D und des Integralkerns K er-
geben sich folgende wichtige Integraltransformationen.
e Mit D = (—00,00) und K (z,t) = 5~ " erhélt man die Fouriertransfor-
mation ) -
F(f)(z) = o e f(t) dt
U — 00
fir z € R.
e Mit D = (0,00) und K(z,t) = e~*" erhiilt man die Laplacetransformation

L@ = [ T e () e

0
firz e C
e Mit D =N und K(z,n) = 2~ " erhélt man die diskrete Z-Transformation

Z(f)w) =Y f(n)z™"

fur x € C.

Integraltransformationen sind lineare Operatoren. Durch Integraltransformatio-
nen werden Probleme im Originalbereich in Probleme im Bildbereich iibersetzt,
wo sie sich (vielleicht) einfacher 16sen lassen. Zum Beispiel geht bei der Laplace-
Transformation eine Differentialgleichung in eine (algebraische) Gleichung iiber.
Es ist wichtig, dass man die im Bildbereich gefundene Problemlésung wieder in
den Originalbereich zuriicktransformieren kann. Dies ist prinzipiell moglich, wenn
die Integraltransformation injektiv ist (Eindeutigkeitssiitze!). Fiir die praktische
Durchfiihrung dieser inversen Abbildung 7! sind Rechenregeln, Tabellen und das
Faltungsprodukt wichtige Hilfsmittel.

Bemerkung 27. Die Funktionen f(t) = et, f(t) = sint und f(t) = cost sind nicht
Fourier-transformierbar, jedoch kann man die Laplacetransformation auf sie anwen-
den.

6.2. Definition und erste Beispiele fiir Laplacetransformierte.

Definition 37. Es sei f :[0,00) — R. Die Funktion

L)) = FE) = [ et a

0
heifst, falls sie existiert, Laplacetransformierte von f.
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Beispiel 117 (Monome). Wenn f(t) = t" mit n € N, dann gilt fiir 2 = z + iy mit
x>0

00 0o b
/ e FLf(t)dt = / e Fidt = lim | e *H™dt
0 0

b—o0 0
b b [e%S)
1 n n
= lim [—e‘”t”] —|—/ e Fn Tl dt = f/ e Fn Tl gt
b—o0 yA 0 0o z Jo

fiir ¢ > 0, da die Exponentialfunktion schneller wichst als jedes Polynom. Induktion
iiber n liefert dann eine Funktion L(t™) : (0,00) — R mit

n _ —ztyn _ n: —zt _

Es gibt eine grofle Klasse von Funktionen, fiir die die Laplacetransformierte als
Funktion auf einem Halbraum {z € C : R(Z) > ¢} mit 0 € R existiert.

Definition 38. Eine Funktion f : [0,00) — R heifst von exponentieller Ord-
nung o, wenn f fir t — oo hdchstens exponentiell wichst. Dies bedeutet, dass
reelle Konstanten to,0 > 0 und M > 0 existieren, so dass |f(t)| < Met fir alle
t>t.

Lemma 16. Wenn f : [0,00) — R auf jedem Intervall [0,b] stickweise stetig und
von exponentieller Ordnung o, so existiert das uneigentliche Integral fooo e FLf(t) dt
fir alle z mit R(z) > o.

Beweis. Da f auf jedem Intervall [0, )] stiickweise stetig ist, existiert dort das In-
tegral fob e~ f(t)dt. Da [e= f(t)] < Me"~®)" konvergiert [ e =" f(t)dt fiir alle

z mit R(z) > o absolut, weil der Exponent negativ ist. O

Beispiel 118 (Funktionen von exponentieller Ordnung). Polynome, e** mit o €
R, sin(wt), cos(wt), beschrinkte Funktionen, stetige Funktionen mit kompaktem
Trager

Beispiel 119 (Heaviside-Funktion). Fiir ¢ > 0 betrachten wir die Funktion h, :

R — R mit
1 t>
ha(t) = =
0 t<a

und berechnen fiir z € C mit R(z) > 0 die Laplacetransformierte
e}
1

K@) = [ e nata= [T erta= eI =

z

—az

z

Satz 48 (Linearitét der Laplacetransformation). Wenn f und g stickweise stetig
und von exponentieller Ordnung o sind, dann gilt

L(f+g) = L(f) + L(g) und L(cf) = cL(f) fiir alle c € R.
Bewets. Linearitat des Integrals (]

Beispiel 120 (Polynome). Es sei p(t) = 37, a;t’ mit reellen Koeffizienten a; € R.
Dann ist die Laplace-Transformierte

00 . n o] ot n ]|
L(p)(x) = /0 e ip(t)dt = Zoaj/o e dt = Z;)ajﬁ'
i= j=
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Beispiel 121 (Laplacetransformierte der Sinus- und Kosinusfunktion). Aus der Li-
nearitét folgt fir #(z) > 0 und w > 0

L(cos(wt))(2) + iL(sin(wt))(2) = /0 " e cos(w)dt + i /O " et sin(wt)dt

2/ e_Zt(cos(wt)—i—isin(wt))dt:/ e~ #teiwt gy
0 0

oo .
_ / Qliw—2)t gy 1 _Z + w
0

z—iw 224 w?

und damit
L(cos(—wt))(2) + iL(sin(—wt))(2) = L(cos(wt))(z) — iL(sin(wt))(z) = %
224w
Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich

z w

L(cos())(2) = =3, Llsin(wt)(z) = 57—

6.3. Eigenschaften der Laplace-Transformation.

Satz 49 (Ahnlichkeit). Wenn f : [0,00) — R stiickweise stetig und von exponenti-
eller Ordnung o, dann gilt fir alle « > 0

1 z
L(f(at)(=) = ~L(F(®) (2) -
Beweis. Fiir alle a > 0 gilt mit der Substitution s = at, ds = adt

/000 e * f(at)dt = 1/000 e a%f(s)ds.

(67

Beispiel 122. Es gilt

d ! L L sint) (2 /w).

Lisin(w)(z) = 2+w? é (zJw)? + 1 T w

Satz 50 (Dampfung). Wenn f :[0,00) — R stiickweise stetig und von exponenti-
eller Ordnung o, dann gilt fiir alle « € R und z € C mit R(z) >0 — «

L{e™ ' f(1))(2) = L(f(1))(z + a).
Beweis. Es gilt fiir alle R(z) + a > o

| et wan= [T e 0= L)+ o)
0 0

O
Beispiel 123. Fiir R(z) > « gilt
1 1 1
L(1 E— —at jat = I at — 1 Lat — .
(1)) = 1 = Lee)(2) = L(e™) () = ———— also L(e*)(2) = ——

Satz 51 (Transformation von Ableitungen). Wenn f : [0,00) — R stickweise
stetig differenzierbar und f und f’ von exponentieller Ordnung o, dann gilt

L(f")(2) = zL(f)(2) — £(0).
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Wenn f € C™([0,00)) und alle Ableitungen fU) von exponentieller Ordnung sind,
dann gilt

L(f")(2) = 2"L()(2) — sz_lf("_j)(o)

Beweis. Die Voraussetzungen an f und f’ sichern, dass die auftretenden uneigent-
lichen Integrale existieren. Mit partieller Integration erhalten wir

L(f)(z) = /000 e Ff(t)dt = [e_th(t)]go + z/ooc e L f(t) dt

= —f(0) + zL(f)(2)-
Die Aussage fiir die Laplacetransformierte der n-ten Ableitung folgt durch Induk-
tion iiber n, z.B. L(f")(z) = zL(f')(2) — f'(0) = z(2L(f) — f(0)) — f"(0)). O

Beispiel 124. Anwendung der Formel fiir die Laplacetransformierte der Ableitung
auf f(t) =t" und f(t) = sint fihrt zu

nL(t" 1) (z) = zL(t")

L(cost)(z) = L(sin’ t)(z) = zL(sint)(z) — sin 0 = .
(cost)(z) (sin’t)(z) = zL(sint)(z) — sin 3
Satz 52 (Ableitung der Laplacetransformierten). Wenn f : [0,00) — R stickweise
stetig und von exponentieller Ordnung o, dann gilt

d"L(f)(2) -

g = CUMLE(R))(2).

z

Beweis. Da f von exponentieller Ordnung ist, konvergiert das uneigentliche Inte-
gral fooo e *tf(t) dt gleichmiBig und Integration nach ¢ und Differentiation nach z
konnen vertauscht werden. Also gilt

T [T9Z fan=- [ eas) = (DL 0)(E),

dz dz
Die Aussage fiir die n-te Ableitung folgt mit vollstindiger Induktion durch mehr-
maliges Ableiten. O

Beispiel 125. Da %sint auf [0, 00) stiickweise stetig und von exponentieller Ordung

ist, gilt
1 sint sint’
yep = L(sint)(z) = L <t) =-L () (2)-

Durch Integration der Gleichung folgt
3 t
L (SI?> (2) = ¢ — arctan z
fiir eine Konstante ¢ € R .

Folgerung 15 (Laplacetransformierte einer Stammfunktion). Wenn f und g(t) :=
fo s)ds Laplace-transformierbar, dann gilt

o ([ sras) (= Lrne

Beweis. Es gilt f(t) = ¢'(t) und ¢g(0) = 0, also L(f)(z) = zL(g)(z) — g(0)
zL(g)(2)-

Ol
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Satz 53 (Grenzwertsitze). Wenn f und [ stickweise stetig und von exponentieller
Ordnung o, dann gilt
lim L(f)(z) =0 und lim zL(f)(z) = f(0),

Z— 00 Z— 00

falls f zusdtzlich in [0, 00) stetig ist.

Beweis. Da f von exponentieller Ordnung ist, existieren Konstanten M, tg, o, so
dass |f(t)| < Me°! fiir alle t > to. Nun gilt fiir ®(z) > 0,0

IL(f)(2)] = I/OOo e " f(t) dtf S/Ooo e REN f(1)] dt

oo

to
< / e RO ) dt+ | Me =t gy
0 to

to 1
_ —R(2)t —(R(2)—0)t
= e )| dt + M {e
/0 0] — )
e~ (R(z)=0)to

to
:/ e RO £ ()| dt + M

0 R(z) -0
und lim,_, o |L(f)(z)| = 0, da beide Summanden fiir z — oo gegen 0 konvergieren.
Die zweite Aussage folgt aus L(f")(z) = zL(f)(z) — f(0). O

Beispiel 126. Da L(t~!sint)(z) = ¢ — arctan z und lim,_. ., arctan z = /2, folgt
c=m7/2,d.h. L(t~1sint)(z) = 7/2 — arctan 2.

6.4. Inverse der Laplace-Transformation.

Satz 54 (Eindeutigkeitssatz). Wenn f, g stiickweise stetig, von exponentieller Ord-
nung o und L(f)(z) = L(g)(2) fir alle R(z) > o, dann gilt f(t) = g(t) fir alle
Stetigkeitsstellen t.

Bemerkung 28. Die Laplacetransformation ist auf der Menge der stetigen Funktio-
nen exponentieller Ordnung injektiv.

Bemerkung 29. Die inverse Laplacetransformation L~!(F)(t) kann mit Hilfe eines
Kurvenintegrals in der komplexen Ebene berechnet werden:

r+100
F(t) = LY (F(2)) = — / ¢ F(2) dz

21 —ico

o) 1 T+100
L(f())(w) :/ e_wt—,/ e F(z)dzdt
0 2mi T—100
1 x+100 %)
=— / eCTR(2) dt dz
27 0

T —100

T+100 P
-t F@) et g. ww) > Rz)

271 Jyioo 2 — W
1 T+1i00 F
= — (2) dz = F(w)
2T Jyioo 2 — W

Satz 55 (Verschiebung). Wenn f :[0,00) — R mit

40 ,falls 0 <t <c
10 = {g(tc) , fallst > ¢
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und g stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung, dann gilt
L(f)(z) = e L(g(t))(2)-
Beweis. Mit der Substitution s =t — ¢ folgt

LG = [ etwd= [T ettt qan= [T et as

:e_cz/ e *%g(s) ds.
0
(I

6.4.1. Lésung von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.
Wir betrachten das Anfangswertproblem y” 4 5y + 4y = ¢, y(0) = ¢/(0) = 0. Die
Laplacetransformierte der Differentialgleichung ist

L()(z) = L")(2) +5L0)(2) + AL(w)(2)
2 = L)) — 2(0) — 5/(0) + 5(:L(y)(2) — y(0)) + 4L()(2)
= (452 4 L)),

also )

L =\
W)(2) 22(22+524+4)
Hier kénnen wir y mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung und ermitteln. Es existieren
a,b,c,d € R mit
1 _ 1 _a n b n c n d
2(22 +524+4) 2(z+1)(z4+4) 22 2z z+1 z+4
= aL(t) + bL(1) + cL(e™") + dL(e™*) = L(at + b+ ce™" + de™ ).

Also gilt y(t) = at + b + ce~t + de~* fiir diese reellen Konstanten a, , b, ¢, d.

Die Gleichung einer harmonischen Schwingung " 4+ w?y = 0 mit den Anfangs-
bedingungen y(0) = 0 und y'(0) = vg wird durch die Laplacetransformation in

0= L(y")(2) + w*L(y)(2) = 2’L(y)(2) — 29(0) — ¥’ (0) + w?L(y)(2)
= (2% +w*)L(y)(2) — vo

Vo Vo .

L(y)(z) = g ZL(SIH(W))(Z)

verwandelt. Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt, dass y(t) = 2 sinwt die eindeutige
Losung des Anfangswertproblems in der Menge der stetigen Funktionen von expo-
nentieller Ordnung ist.

6.4.2. 0-Distribution. Die d-Distribution ist eine ,,Dichtefunktion“ ¢, mit Masse 1,
deren ganze Masse in einem Punkt x konzentriert ist. Fiir Funktionen sind die Ei-
genschaften [, f(t)dt =1 und f(t) = 0 fiir alle ¢ # x unvereinbar. Darum exisitiert
0, nur im Sinne von Distributionen, einem verallgemeinerten Funktionenbegriff.
Wir kénnen eine -Funktion als ,, Grenzwert“ echter Funkionen behandeln, ndmlich
(51 = limh*)oo fh mit

0 0<t<xzodert>z+1/h
fn(t) = .
h z<t<z+1/h
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Da
00 z+1/h h . \
O R A L B
0 T
h
_ 7e—zx(1 —z/h)
—xz 1: 1_6_Z/h —xz 1: 1—e™? —xz - e’ —xz
i L(fa)(2) = 7% lim —7— = e lim —— = ™" I == = 7",

kann man die §-Distribution auch als L~!(e~%%), also eine Funktionen, deren La-
placetransformierte e~*# ist, definieren.

6.5. 2L-periodische Funktionen. Zur Berechnung der Laplacetransformierten
2L-periodischer Funktionen geniigt es, iiber das Intervall [0,2L] zu integrieren.
Wenn f eine 2L-periodische stiickweise stetige Funktion von exponentieller Ord-
nung ist, dann gilt

(2(n+1)L
L(f)(z) = / e () dt = Z / e~ (1) dt

0o 2L
Z / e *2l) f(s 4 onL)ds (t = s+ 2nL)
0

n=0
o) 27 o0 2L
_ Z / e—z(s+2nL)f(8) ds = Z/ €—2ane—zs]c(s) ds
n=0"70 n=0"0
2L o0 oI T 1 2L
= e *f(s)ds e = 7/ e *°f(s)ds
f ey @ = g [ e

Beispiel 127 (Rechteckimpuls). Die 2w-periodische Fortsetzung f der Funktion

. 1 tel0,m)
0 te[-m0)

ist

L= — L / Tty di= — / "

1 — e—2z7m 1 — e—22m
_ 1 1—e™*" 1
S l—e2m z(14eEm)

6.6. Faltung. Der Multiplikation im Bildbereich, also von Laplacetransformierten,
entspricht im Originalbereich die Faltung von Funktionen.

Definition 39. Das Faltungsprodukt zweier (integrierbarer) Funktionen f,g ist

(f )t /ft—s

Das Faltungsprodukt ist kommutativ, denn mit u =t — s, du = —ds gilt

(f+g)(t / f(t-5)g / F(u)g(t—u) du = / glt—u)f(u) du = (g2 (1),

Das Faltungsprodukt gléttet (siche periodisches Faltungsprodukt).
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Satz 56. Wenn f,g: [0,00) — R stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung,
dann gilt L(f x g) = L(f)L( ).

Beweis. Die Funktion f (¢ — s)g(s) ist auf der Menge D = {(t,s) : 0 <t,0 < s <t}
integrierbar, weil f und g von exponentieller Ordnung sind. Die iterierten Integrale
auf der Menge D existieren dann auch und sind unabhéngig von der Reihenfolge
der Integration.

L(f  g)(z / /ft—s s)ds dt

= e~ #uts) sdu (u=t—s
A A fw)g(s)dsdu (u=1t-—s)
— L(H)(2)L(9)(2)

Beispiel 128. Wir suchen h mit

1

L(h)(2) = m,

ohne eine Partialbruchzerlegung durchzufithren. Es gilt

S=L0E), = e,

22
Nun folgt mit Hilfe der Faltung

= L(e™)(2).

g = @M e =L ([ et as).

Zur Berechnung des Integrals benétigen wir die durch partielle Integration herleit-

baren Formeln
eas
e ds =
«

1 1 ex?
se®ds = —se™ — — e = —(as — 1)
« o a

2_as e a2
s*e®ds = —(a”s” — 2as + 2).
o

Nun folgt
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und
t t
/ e*(t*S)(4s+6*45—1) ds:eft/ 65(434—6745—1)618
0 0
t
:e_t/ e*(4s — 1) +e 3 ds
0
—3s71
—et|e(ds—5) — &
e {e (4s —5) 5],
6—45 16
=4t —5— i
3 ¢ 3
Also

-1 1 t 5 e . .1
—_— = - - — — — e —.
22(z+1)(z+4) 4 16 48 3

Beispiel 129. Mit Hilfe des Faltungsproduktes berechnen wir

1 1 R . B L t )
L <22(1_’_22)> = L7 (L(t)(2)L(sint)(z)) =t xsint = /0 (t — s)sinsds

t
=t[-coss|, —/ ssin sds
0

t
= t(1 — cost) + ([5 cos 5]8 - / cossds> =t —sint.
0
Beispiel 130. Mit Hilfe der Faltung berechnen wir fiir 5 € R

2 () = B (5L6m0)G) - SLin(E0)(:) )

/sm B(t — s)) sin(Bs) ds

7 / B(t — 2s)) — cos(ft)ds  (Additionstheoreme)
1

s=t

— sin(B(t — 25)) — s cos(ﬂt)}

|
(bln Gt)

s=0

- tcos(ﬁt))
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7. KURVEN, FLACHEN, INTEGRALSATZE

7.1. Kurvenlidngen und Flicheninhalte. Teilmengen des R”™ lassen sich durch
ein System von Gleichungen und Ungleichungen beschreiben oder als Bild einer
Abbildung.

Beispiel 131 (Kreis). Der Kreis vom Radius R um den Koordinatenursprung ist
die Menge M = {(z,y)T : 22 +y? = R?}, d.h. M ist durch eine Gleichung gegeben.
Aber es gilt auch M = ([0, 27]) mit v : [0, 27] — R? und () = (Rcost, Rsint)T,
d.h. M ist das Bild einer Abbildung einer Verdnderlichen.

Beispiel 132 (Sphire). Die Kugel mit Radius R ist die Menge M = {(x,y,2)T :
2?2 +y? + 22 = R?}, d.h. M ist durch eine Gleichung gegeben. Aber es gilt auch
M = &([0,27] x [-7/2,7/2]) mit B(¢, ) = (Rcosdcosp, Rsin ¢ cos 1, Rsin))T,
d.h. M ist das Bild einer Abbildung von zwei Verénderlichen.

Beispiel 133 (Graph einer Funktion). Der Graph einer Funktion f : R™ > D — R
ist die Menge M = {(Z,y) : y = f(Z¥)} € R™"1 also gegeben durch eine Gleichung,
oder eben das Bild der Abbildung & — (Z, f(Z))?.

Beispiel 134 (Gerade, Strecke). Eine Gerade durch zwei Punkte @y # #; ist die
Menge M = {Zo +t(T1 — %p) : t € R}, also das Bild der Abbildung v : R — R" mit
~v(t) = Zo +t(Z1 — Fp). Die Menge M list sich auch durch Gleichungen beschreiben.
Dazu sei {#1 — Zo, Vs, ..., U, } eine Orthogonalbasis des R™. Dann gilt M = {Z :
(@ — &y, U;) = OVj}.

Eine Strecke von &y nach Z; erhilt man durch Einschrinkung des Definitions-
bereiches von vy auf das Intervall [0, 1].

Beispiel 135 (Ebene). Eine Ebene durch die Punkte &y, Z1, 5 mit der Eigenschaft
X1 — Ty und &y — Zp sind linear unabhingig ist die Menge

M = {fo —+ tl(fl — fo) —+ tg(fg — fo) : tl,tQ e R},
also das Bild der Abbildung ® : RZ — R™ mit

5(151,152) =Ty + t1(Z1 — Zo) + t2(Ty — o).

Auch eine Ebene kann man durch Gleichungen beschreiben. Dazu sei {71 —
Zo, Ta— %0, U3, . . ., Up } Basis von R™ mit der Eigenschaft, dass ¢/; fur alle j senkrecht
auf &1 — &y und Z» — &y steht. Dann gilt M = {Z: (& — Zo, ¥;) = 0Vj)}.

Beispiel 136 (Schraubenlinie). Zu gegebenen Konstanten R > 0 und h > 0 heifit
die Menge M = {(Rcost, Rsint,ht)T : t € R} Schraubenlinie. Sie ist das Bild
der Abbildung v : R — R3 mit y(¢) = (Rcost, Rsint, ht)T. Eine Beschreibung der
Menge M durch Gleichungen ist M = {(z,y,2)? : = Rcos(z/h),y = Rsin(z/h)}.
Beispiel 137 (Zylindermantel). Der Zylindermantel mit Radius R und Héhe h ist
die Menge M = {(x,y,2)T : 22 + y> = R?,0 < z < h}, also gegeben durch
eine Gleichung und zwei Ungleichungen. Mit Zylinderkoordinaten (und r = R) gilt
M = ®([0,27] x [0,h]), ®(¢,2) = (Rcos ¢, Rsing,2)T.

Beispiel 138 (Kegel). Die Menge M = {(z,y,2)T : 22 +y*> = (z — h)%,0 < 2 < h}
ist ein Kegel der Hohe h und Radius der Grundfliche R. Er ist durch eine Gleichung
und zwei Ungleichungen gegeben. Aufierdem gilt M = ®([0, 27] x [0, h]) mit

T
B(p,2) = (g(h — z) cos ¢, %(h — z)sin ¢, z) .
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Beispiel 139 (Paraboloid als Beispiel einer Rotationsfliche). Die Menge M =
{(z,y,2)T : 22 + y* = 2} ist ein Paraboloid und durch eine Gleichung gegeben.

AuBerdem gilt M = &([0,271] x [0,00)) mit (¢, ¢) = (¢ cos p, (sin g, (2)" .

Die in den Beispielen beschriebenen Mengen sind Nullmengen in den Rdumen, in
denen sie eingebettet sind, denn sie enthalten keine inneren Punkte. Trotzdem ha-
ben sie als ein- bzw. zweidimensionale Objekte eine Lénge bzw. einen Flécheninhalt.
Zur Bestimmung dieses Mafles mufl man die richtige Anzahl von Integrationsvaria-
blen einfiihren.

7.1.1. Kurven.

Definition 40. Eine Kurve ist das Bild vy([a,b]) einer Abbildung =y : [a,b] — R™.
Die Kurve heifst glatt, wenn ~ eine stetig differenzierbare Abbildung ist und §(t) #
0 fiir alle t € [a,b]. Die Abbildung ~ : [a,b] — R™ heift Paramentrisierung der
Kurve ~([a,b]), wenn ~ stetig differenzierbar, bijektiv auf (a,b) und ¥(t) # 0 fir
alle t € [a,b].

Eine Kurve K heifit stiickweise glatt, wenn endlich viele Parametrisierungen
v; + laj,bj] — R™ glatter Kurven K; = v;([aj,b;]) existieren, so dass K = U;Kj,
V5(bj) = vi+1(aj+1) und v;(ay, by) Nyk(ak, by) = 0 fir alle j # k.

Kreise, Geraden, Strecken, Schraubenlinien und Graphen glatter Funktionen ei-
ner Variablen aus den Beispielen sind glatte Kurven.

Beispiel 140 (Einheitsquadrat). Der Rand der Menge M = {(z,y)T : |z|, |y| < 1}
ist eine stiickweise glatte Kurve, die aus den Strecken v1(t) = (1,t)T, v (t) =
1=, D)7, v3(t) = (=1,1 = )T und y4(t) = (=1 +¢,—1)T mit ¢ € [-1, 1] besteht.

Definition 41. Es sei vy : [a,b] — R™ eine Parametrisierung einer glatte Kurve.
Dann ist die Kurvenlénge der Kurve v([a,b]) der Wert

b
L) = [ il

Die Linge einer stiickweisen glatten Kurve ist die Summe der Ldngen der glatten
Teilkurven.

Diese Definition ist unabhéngig von der gewihlten Parametrisierung der glatten
Kurve, denn wenn 7 : [a,b] — R” und 7([@,b]) — R™ zwei Parametrisierungen der
Kurve K sind, so ist die Funktion & : [a,b] — [@,b] mit h(t) = 371 ((t)) eine glatte
Funktion und aus der Substitutionsregel folgt

b O b b
[ = 7 Cgeemwoa= [Eeepoe= [ ol

Die Ableitung 4 der Parametrisierung « bildet einen Tangentialvektor an den Punkt
t der Lénge 1 auf einen Tangentialvektor an den Punkt ~(¢) der Lénge |¥(¢)| ab.
Beispiel 141 (Kreis). Mit v(t) = (Rcost, Rsint)T und ¢ € [0, 27] gilt

27 27
L(y) = V/(=Rsint)? + (Rcost)2 dt = / Rdt = 2nR.
0 0
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Beispiel 142 (Schraubenlinie). Mit v(t) = (Rcost, Rsint, ht)” und t € [0, 27], dies
entspricht einer Umdrehung, gilt
2

2m
L(v) = V/(Rrsint)2 + (Rcost)? + h2 dt = / V R? + h2dt = 2n\/ R? + h2.

0 0

Beispiel 143 (Ellipse). Mit der Parametrisierung v(t) = (acost,bsint)? fiir ¢t €
[0, 27] der Ellipse {z%/a® + y*/b* = 1} (b > a) gilt

sin?t + 1dt.

27 2m b2 — g2
L(v) = V/(—asint)? + (bcost)2 dt = b/ 7

0 0
Dies ist ein elliptisches Integral zweiter Art und kann nur mit Hilfe einer Reihen-

entwicklung berechnet werden.
7.1.2. Fldchen.

Definition 42. Eine Fliiche ist das Bild $(D) einer Abbildung ® : R2 > D — R3,
wobei D eine messbare Menge ist. Die Fldche heifst glatt, wenn d eine stetig dif-
ferenzierbare Abbildung ist und D® in jedem Punkt Rank 2 hat. Die Abbildung
d:D—R" heifst Paramentrisierung der Fldche fﬁ(D), wenn @ stetig differen-
zierbar, bijektiv auf dem Inneren D° und D& fiir alle Punkte in D mazimalen Rang
hat.

Eine Fliche S heifft stiickweise glatt, wenn endlich viele Parametrisierungen
: D;j — R™ glatter Flichen S; = ®;(D;) existieren, so dass S = U;S; und
(DS) N ®y(DZ) = 0 fiir alle j # k.

Sphére, Ebene, Zylindermantel, Paraboloid, Kegel und Graphen glatter Funk-
tionen zweier Verénderlicher sind Beispiele glatter Flichen in R3.

Beispiel 144 (Zylinder). Die Oberfliiche des Zylinders mit Hohe h besteht aus drei
glatten Flichen, dem Zylindermantel 5((]5, 2) = (Rcos ¢, Rsin ¢, 2)T mit ¢ € [0, 27],
z € [0, h], dem Deckel mit 5(1", #) = (rcos¢,rsing, h)T mit r € [0, R], ¢ € [0, 27]
und dem Boden mit &(r, ¢) = (r cos ¢, rsin ¢, 0)” mit r € [0, R], ¢ € [0, 2x].

P
%

Definition 43. Es sei ® : D — R3 eine Parametrisierung einer glatte Fliche.
Dann ist der Oberflicheninhalt O(S) der Fliche ®(D) = S der Wert

o L

%(u,v) X %(u,v) d(u,v).

Der Flicheninhalt einer stiickweisen glatten Fliche ist die Summe der Flichenin-
halte der glatten Teilflichen, aus denen sie zusammengesetzt ist.

mﬁzmazé

Auch diese Definition ist unabhéngig von der gewéhlten Parametrisierung. Der
Vektor . .
0P 0P
%(’U],’U) X %<U,U)
steht senkrecht zur Fliche S im Punkt ®(u,v), er ist ein Normalenvektor, und hat
den Flacheninhalt des Parallelogramms, das von den Tangentialvektoren
o
%(um) und %(u,v)
aufgespannt wird. Dieses Parallelogramm ist das Bild eines tangentialen Einheits-
quadrats an D im Punkt (u,v)” unter der Abbildung D®.
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Beispiel 145 (Kugeloberfléiche). Die Abbildung & (¢, ¥) = (R cos ¢ cos 1, Rsin ¢ cos 1, Rsin )T
mit ¢ € [0,27], ¢ € [—7/2,7/2] ist eine Parametrisierung der Oberfliche S der Ku-
gel mit Radius R. Es gilt

od —Rsin ¢ cos vy 85 —Rcos¢siny
%(¢7¢) = | Rcosgcosyp ¢(¢ ,) = | —Rsin¢siny
0 Rcosvy
und damit wegen sin® ¢ + cos? ¢ = cos® ¢ + sin® ) = 1
z 2 R? cos ¢ cos? )
0P 0P 0P
5T(¢a P) x 07((?’ ) = [ R?sin¢cos?y 3 - (,7) x (¢ w)‘ 2 cos ).
9 v R? sin cos 1) ¢ 1/)
Es folgt

27 pm/2
o(S) = / R? cosd(¢,v) = / / R? cosdipdp = 4w R
0,27 X [—7 /2,7 /2] 0 —7/2

7.1.3. Flicheninhalt von Gebieten in R?, die von Kurven begrenzt werden. Es sei
7 : [a,b] — R? eine Kurve in R? mit v(¢) = (x(t),y(t))? und 2'(¢) > 0 und y(¢) > 0
fiir alle ¢ € [a, b]. Wir betrachten die Menge

S = {(:E(t),y)T it € a, 0,0 <y <yt)}
also die Fliache zwischen der xz-Achse und der Kurve ~. Betten wir die zy-Ebene
in den R3 ein, so ist die Fliche S durch ®(¢,7) = (z(t),7,0)T mit ¢t € [a,b] und
n € [0,y(t)] parametrisiert. Es gilt

o3 (YW\ 03 0

E: O ’6777:

//“”m ()] dydt = //y(t) t)dndt = /abx’(t)y(t)dt'

Beispiel 146 ( Halbkrels) Der Halbkreis S ist von der 2-Achse und der Kurve v(t) =
(Rcost,—Rsint)T mit ¢ € [r, 27| begrenzt. Es folgt

27 27
O(S):/ (—Rsint)(—Rsint)dt:Rz/ 5

Es sei 7 eine Kurve mit y(¢) = (r(¢) cos ¢, () sin(¢))” mit ¢ € [a,b] und 7(¢) >
0 fiir alle ¢. Wir betrachten die Fliche S = {(pcos¢, psing)? : ¢ € [a,3],p €
[0,7(4)]}, also die Fliche, die von der Kurve v und den Strahlen {(r cos a, rsina)? :
r € RZ%} und {(r cos 3,7sin B)T : r € R2°} begrenzt wird. Betten wir die xy-Ebene
in den R? ein, so ist die Fliche S durch <f>(p, ®) = (pcos ¢, psin g,0)T mit ¢ € [a, 3]
und p € [0,7(¢)] parametrisiert. Es gilt

08 [0\ o8 [P0\ 93 03 (0
aipi szqu 8<z> pcgsqﬁ 8 a(b p()2

o 8@
0 ot 877 2/ (t)

und damit

R 27
sin2tdt:7/ sin?tdt = = R2.
0

und damit
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Beispiel 147 (Halbkreis in Polarkoordinaten). Mit « = 0, f = 7 und r(¢) = R
ergibt sich als Fliche S der Halbkreis. Es folgt O(S) = 3 [ R? d¢ = mR?/2.

Beispiel 148 (Spirale). Die Archimedische Spirale ist die Kurve (t) = t(cost,sint)”
mit @ =0, 8 = 27 und r(¢) = ¢ ergibr sich fiir die umrundete Fliche S der Flichen-
inhalt O(S) = 1 [27 ¢2 dp = 473 /6.

7.2. Vektorfelder.
Definition 44. Ein Vektorfeld ist eine Abbildung v : R™ D D — R".

Ein Vektorfeld ¢ ordnet jedem Punkt Z € D einen Vektor ¥(F) zu.

7.2.1. Beispiele fiir Vektorfelder. Vektorfelder treten auf als Kraftfelder, elektrische
Felder z.B. eines Plattenkondensators oder einer Punktladung, magnetische Felder,
z.B. einer Spule, Gradientenfelder ¥(Z) = (grad f)z einer Funktion f : D — R, als
Menge von Tangentialvektoren o(Z) = 4(t) zu einer Kurve v : [a,b] — R™ mit & =
~(t) oder als Menge von Normalenvektoren (%) = @, x @, einer parametrisierten
Fliiche @ : D — R3 mit # = ®(u,v).

7.2.2. Darstellung von Vektorfeldern. Fiir ein Vektorfeld ¢ : R2 > D — R? kann
man zu einer diskreten Menge von Argumenten {Z;} C D die Vektoren ¢(Z;) mit
Fupunkt Z; zeichnen. Oft werden Vektorfelder auch durch Feldlinien dargestellt.

Definition 45. Es seien v': R™ — R"™ ein Vektorfeld und &y € R". Fine Feldlinie
des Vektorfeldes U durch &y ist eine Kurve vy : (a,b) — R™ mit 0 € (a,b), v(0) = &y
und () = 7((1))-

Ein Vektorfeld ist in jedem Punkt &y tangential an die Feldlinie durch diesen
Punkt.

7.2.3. Existenz von Feldlinien. Die lokale Existenz von Feldlinien zu einem gege-
benen differenzierbaren Vektorfeld ¢ folgt aus der Theorie der gewohnlichen Dif-
ferentialgleichungen, denn die Feldlinie 7 ist die Losung der Differentialgleichung
Z(t) = 0(&) mit Anfangswert Z(0) = &. Falls ¥ eine lineare Abbildung ist, dies ent-
spricht linearen gewthnlichen Differentialgleichungen, so existieren die Feldlinien
global, d.h. v : R — R" ist auf R definiert.

Beispiel 149. Es sei ¥ ein lineares Vektorfeld auf R2. Durch Wahl einer geeigneten
Basis gilt ¥(x,y) = (Az, py)” mit A\, u € R7? oder 4(z,y) = (ax — by, bz + ay)” mit
a,beR.

7.3. Kurvenintegral - Zirkulation eines Vektorfeldes entlang einer Kurve.
Das Kurvenintegral sammelt in jedem Punkt ~(¢) einer Kurve v den Anteil des
Vektors #(7(t)) ein, der in Richtung der Kurve ~ liegt, also tangential zu Kurve
verlduft.

Definition 46. FEs sei ¥ : R™ — R" ein differenzierbares Vektorfeld und ~ : [a, b] —
R™ eine Parametrisierung der Kurve v([a,b]). Dann ist die Zirkulation des Vek-
torfeldes U entlang der Kurve v der Wert

/W 7-dE = /ab(ﬁ(v(t)), 4(t)) dt.
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Bemerkung 30. Aus der Eigenschaft 4(t) # 0 fiir alle ¢ folgt, dass in jedem Punkt
der Kurve der Einheitstangentialvektor 4(t)/|¥(t)| existiert. Der Integrant ist also

F(0)), 4(0)) = <17(7(t)), ggm ()]

Das Kurvenintegral ist unabhéngig von der Geschwindigkeit der gewéhlten Para-
metrisierung, aber die Durchlaufrichtung der Kurve muss beachtet werden. Umkehr
der Durchlaufrichtung fithrt zum entgegengesetzten Vorzeichen beim Kurveninte-
gral.

Beispiel 150. Wir berechnen die Zirkulation des Vektorfeldes ¥(z,y) = (—y, )T
entlang des Weges (t) = (cost,sint)” mit t € [~7/2,7/2] (Halbkreis) und entlang
des Weges o (t) = (0,¢)T mit t € [-1, 1]. Beide Wege fithren von (0, —1)7 zu (0,1)7.
Es gilt

/2
[{v.dx—/ﬂ/2<11(7(t))77(t)>dt

/2
= / (#(cost,sint), (—sint, cost)T) dt
—7/2

/2 m/2
= / ((—sint,cost)”, (—sint,cost)”) dt = / ldt=m
—m/2 —m/2

_ / 1 (@0,4), (0, )7 dt
— /1 (—=t,0)T, (0, 1)Ty dt = /1 0dt = 0.

1 -1
Kehren wir die Durchlaufrichtung des Weges v um, so betrachten wir die Parame-
trisierung v_ (t) = (cost, —sint)” und erhalten

[ vear= | " - 0) 7 (0)

- —m/2

/2
/ (¥(cost, —sint), (—sint, —cost)T) dt

—m/2
/2 /2

= / ((sint,cost)T, (—sint, —cost)T) dt = / —1dt = —m.
—m/2 —m/2

Beispiel 151. Nun berechnen wir die Zirkulation des Vektorfeldes @ (z,y) = (z,y)T
entlang der Wege v und o. Es gilt

/2
= / (#(cost,sint), (—sint, cost)T) dt

/2 /2
= / ((cost,sint)T | (—sint,cost)T) dt = / 0dt =0

—m/2
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_ /1 (50, 4), (0, )T dt

_ /1 (0,87 (0,1)T) dt = /1 Lt =0,

Beide Kurvenintegral stimmen iiberein. Auch fiir das Kurvenintegral entlang des
Weges
t,-DT  o0<t<1
k(t) =< (1,t—-2)T 1<t<3
4-t, )T 3<t<4

verschwindet, denn
A 7o di = /0 (B (1)), k() dt
1 3
= [ @t -0/ a2, 0,07 d
0 1
+/ (B4 — 1), (—1,0)7) dt

0
/tdt+/ t—2dt+/ t—4dt = /tdt+/ sds—i—/ sds=0
3 -1

Dies ist kein Zufall, denn @ = grad f mit f(z,y) = (2% + y?)/2.
7.4. Rotation und Gradientenfelder.

Definition 47. Fin Vektorfeld v : D — R™ heifit Gradientenfeld, falls eine
Funktion f: D — R mit v = grad f existiert. Die Funktion f heifst dann Potential
des Vektorfeldes .

Es gilt

b @]
[owa= [ > g 0= | AL iy = 150 ~ 5.

Wenn v ein Gradientenfeld ist, so hingt das Kurvenintegral von ¥ nur vom Anfangs-
und Endpunkt der Kurve ab.

Definition 48. Es sei v: R? D D — R3 mit © = (vy,v2,v3)T ein differenzierbares
Vektorfeld. Die Rotation des Vektorfeldes ist ein Vektorfeld rot v : D — R3 mit

s (91)3 (9’[12 (91)3 61)1 6’02 81)1 T
(rott)=|z—— 53—, 53—+ 77—, 77— — =—
Oxg Ox3’ Oxp Oxz O0x1  Oxo
Wenn, (rot ©)(Z) # 0, so hat ¥ im Punkt & ein Wirbel mit Drehachse (rot(7)(Z).
Wenn rot ¥ = 0, so heifit das Vektorfeld ¥ wirbelfrei.

Die Linge des Vektors (rot(0)(Z) ist ein Maf} fiir die Stirke des Wirbels. Die
Rotation eines Vektorfeldes ¥ : R? — R2 berechnet man durch Identifikation des
R? mit der Ebene {z3 = 0} C R3, d.h. v3 = 0 und v; und v, hiingen nicht von 3
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ab. In dem Fall verschwinden die erste und zweite Komponente des Vektors rot v
und man notiert nur die dritte Komponente.

Beispiel 152 (Ortsvektorfeld). Wenn 7(x,y) = (x,)7, dann rot(7) = 9% — 2z — 0,

— Oz dy
Wenn #(Z) = &, dann rot 7 = 0, da gii =0 fiir j # k.

Beispiel 153. Das Vektorfeld @(z,y) = (—y,x)” hat die Rotation 22 — 66—;7’ =2,
besitzt also in jedem Punkt einen Wirbel.

Beispiel 154 (,d¢“). Das Vektorfeld #(z,y) = (—y/r?, z/r?)T mit r? = 22 + y? ist
nur auf D = R?\ {6} definiert. Dort gilt
~ z Y 1 z 1 Y
(rot 0)(z,y) = (T—Q)m - (—T—Q)y == - J2r+ ol T—42y =0.
Das Vektorfeld ist wirbelfrei auf D.

Satz 57 (Poincarésches Lemma). Es sei D = [@,b] C R3 ein Quader. Ein stetig
differenzierbares Vektorfeld v : D — R? ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn
es wirbelfrei ist, d.h. rot ¥ = 0.

Beweis. Wenn ¢ = grad f, dann gilt v; = f,,. Da ¥ stetig differenzierbar ist, kann
man die Reihenfolge der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der Funktion f
vertauschen, also

dv;  Ov
Die Komponenten der Rotation sind, bis auf das Vorzeichen, genau diese Ausdriicke.
Wenn rot @ = 0, so konstruieren wir eine Stammfunktion f. Dazu wihlen wir
einen Bezugspunkt ¥y = (20, v0,20)7 € D. Fiir ¥ = (x,y,2)”7 € D betrachten wir
die aus den drei Strecken

t x T
Y=y | zo<t<a, @A) =1t ]| vty v)=[y],20<t<2
20 20 t

zusammengesetzten Weg v und definieren

z y z
f(f) :/ﬁdf:/ Ul(tay07zo)dt+/ UQ(xataZO)dt+/ US(x7y7t)dt'
¥ T

0 Yo Z0
Man priift, dass ¥ = grad f gilt. Mit Hilfe der Formel fiir die Ableitung parameter-
abhéngiger Integrale erhélt man zum Beispiel

af v (97)2 # 603
—(x,y,z) :vl(xayO,ZO)—’_ 7(.’E7t,20)dt+/ 7(1’,y,t) dt
v 0T 2 0T

Ox
Y o ? 0n
= —(x,t dt o t)dt
01(95711/0720) +/yo ay (:I;7 7ZO> +/z0 32 (.’177y, )
= U]_(l', Yo, ZO) + [Ul (xatazo)]iizn + [’Ul(xayﬂt)]iiio = Ul(xaya Z),

da %—1;1 = % und % = % in einem wirbelfreien Vektorfeld. O

Definition 49. FEine Menge D C R"™ heifit einfach zusammenhingend, wenn
sich jede stetige Kurve ho : [0,1] — D mit v(0) = ~v(1) = & in D zu einer
konstanten Abbildung hy : [0,1] — D mit hi(t) = Ty zusammenziehen lift.
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Beispiel 155 (einfach zusammenhiingende Mengen). R™, abgeschlossene Intervalle,
e-Umgebungen, Kugeloberfliche bzw. -schale

Beispiel 156 (nicht einfach zusammenhiéngende Mengen). Kreisring, R?\ {0}, Kom-
plement von Kreisscheiben in R?, Hohlzylinder (Rohr), Torus (Schwimmring)

Satz 58. Es seien D ein einfach zusammenhingendes Gebiet und ¥: D — R? ein
stetig differenzierbares Vektorfeld.

Das Vektorfeld v ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn es wirbelfrei ist.

Das Vektorfeld v ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn fir alle Kurven -y :

[a,0] — D gilt [ 7-dZ = f(v(b)) — f(v(a)).

Wenn ein Vektorfeld ¢’ ein Potential besitzt, also eine Funktion f mit v = grad f,
so kann man diese Funktion f bestimmen, indem man das System der partiellen
Differentialgleichungen v; = f,; 16st.

Beispiel 157. Das Vektorfeld #(z,y) = (x,y)7 ist wirbelfrei auf der einfach zusam-
menhiingenden Menge R? und besitzt deshalb ein Potential f. Aus den Gleichungen
fo(z,y) = vi(z,y) =z und f,(2,y) = va(z,y) = y folgt erst f(z,y) = 2%/2+ g(y),
dann fy(z,y) = ¢'(y) = y, also g(y) = y*/2 + c fiir eine Konstante ¢ € R. Die
Funktion f(z,y) = (2% + y?)/2 + c ist also die allgemeine Form des Potentials des
Vektorfeldes o'

Beispiel 158. Das Vektorfeld 4(Z) = r—3% mit r = |7] ist auf der einfach zusam-
menhingenden Menge R3 \ {0} definiert und wirbelfrei, da fiir j # k

v, or—3 _, Or _

T = Viggs = (T g =
Ein Potential f von @ erfiillt fiir j = 1,2,3 die Gleichungen f,,(Z) = x;r~*. Fiir
j = 1 erhiilt man f(%) = —r~! + g(w2,23), dann f,., (T) = 22773 + gu, (22, 3), also
gz, = 0 und damit g(xe,x3) = h(x3). Dann folgt f,. (%) = z3r 2+ (x3), also auch
h' =0, d.h. h(xz3) = ¢. Das gesuchte Potential des Vektorfeldes @ ist die Funktion
f(@) =c—1/r.
Beispiel 159. Das Vektorfeld ¢ = (22 — y?, —2yx)7 ist wirbelfrei auf R?, denn

0 0

—(=2zy) = 2y = — (2% — ¢?).

B 27Y) y ay(ﬂﬁ )

Also besitzt @ ein Potential f. Aus den Gleichungen f,(z,y) = vi(z,y) = 22—y und
fy(T,y) = va(z,y) = —2zy folgt erst f(z,y) = 2%/3 — >z + g(y), dann f,(z,y) =
—2zy + ¢'(y) = —2xy, also g(y) = c fiir eine Konstante ¢ € R. Die Funktion
f(z,y) = 23 /3 —xy?+cist also die allgemeine Form des Potentials des Vektorfeldes

—

.

Satz 59. Wenn ©': D — R? auf einer zusammenhdingenden Menge D ein Potential
besitzt, so ist dieses bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt.

Beweis. Wenn ¢ = grad f = gradg, dann grad(f — g) = 0 auf einer zusam-
menhéngenden Menge. Daraus folgt, dass f — g = c. O

Bemerkung 31. Die additive Konstante entspricht in der Konstruktion des Poten-
tials der Wahl des Bezugspunktes Ty = (xo, yo, z0)~ .
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7.5. Flachenintegrale - Fluss eines Vektorfeldes durch eine Fliche. Das
Fléchenintegral sammelt in jedem Punkt ®(u,v) einer Fliche S = ®(D) den Anteil
des Vektors ¥(®(u,v)) ein, der senkrecht zur Fliche S im Punkt ®(u,v) steht.

Definition 50. Es sei ® : D — R3 eine Parametrisierung einer glatten Fliche
S = ®(D) und 7 : R® — R3 ein Vektorfeld. Dann ist der Fluss des Vektorfeld ©
durch die Fliche S der Wert

. o 0P od
[fv-da .—/D <v(<I>(u,v)),8u(u,v) X 8U(u,v)>d(u,v)

Bemerkung 32. Da die Ableitung Dd Parametrisierung $ in jedem Punkt maxi-
malen Rang, also Rang 2 hat, verschwindet der Normalenvektor
L o

(P (u,v)) = %(u, v) x %(u, v)

in keinem Punkt so dass fiir alle (u,v)” € D der Einheitsnormalenvektor

existiert.

In jedem Punkt & € S einer glatten Fliche S gibt es genau zwei Einheitsnor-
malenvektoren, d.h. Vektoren der Lange 1, die senkrecht auf der Fliche stehen.
Die Wahl/Vorgabe ecines dieser beiden ist die Orientierung der Fliche S. Man
muss eine orientierte Fliche so parametrisieren, dass 7(®(u,v))/|7(®(u, v)| fiir alle
(u,v)T € D dieser vorgegebene Vektor ist.

Ist eine Flidche aus meheren glatten Fliachenstiicken zusammengesetzt, so wihlt
man die Parametrisierungen der einzelnen Flichenstiicke so, dass die Orientierungen
zusammenpassen und der Flul durch die Gesamtflache ist die Summe der Fliisse
durch die einzelnen Flichenstiicke.

Beispiel 160 (FluB des Ortsvektorfeldes durch die Kugeloberflidche). Wir berechnen
den Flufl des Vektorfeldes 0(#) = & durch die Oberfldche S der Kugel mit Radius
R, deren Einheitsnormalenvektor nach auen zeigt. Fiir die Parametrisierung der
Flache S durch

B(¢,v) = (Rcos ¢ cos b, Rsin ¢ cos ), Rsinp)” mit ¢ € [0,27],9 € [-7/2,7/2]

gilt
0 —Rsin ¢ cos ¢ o —Rc.os¢s'inw
9% = Rcosgcosy |, 7= —Rsin ¢ siny
¢ 0 v Rcosy
und

= = R? cos ¢ cos® )

0P 0P -

S0 x 52 (0,0) = | Bsingcos’ b | = ReostB(6,0),
¢ » R?sin ) cos 1)
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wobei der Normalenvektor immer in die gleiche Richtung wie der Ortsvektor ®(¢, )
zeigt, weil Rcost > 0. Nun gilt

/ /QW /,r/2 V), Reos p®(, ) dip dep
:/W chosw O(¢, 1), D(, 1)) dip dp
/2

o /2 9
=[] Reosw 86,0800 v

/2

2n /2 27
/ / RcosR? dip dp = R? / [siny]) "2, do = 4n R®,
m/2 0

Der FluB des Ortsvektorfeldes durch die Kugeloberfliche ist 4mR3. Dies ist das
Dreifache des Kugelvolumens und 3 ist die Spur der Matrix Dv.

7.6. Integralsitze von Stokes und Green. Wir betrachten die Fliche S =
{(z,y,0)T : 0 < z,y < 1}, also ein Quadrat in der xy-Ebene. Mit der Parametrisie-
rung ®(z,y) = (z,y,0)T fiir z,y € [0, 1] erhilt man den Einheitsnormalenvektor

o0 6(1) 1 0 0
6 8 Ol x(1] =10
z v \o 0 1

Der Flu} eines Vektorfeldes 1 = (w1, ws, ws)? durch die Fliche S ist

L o= 0d 0%
[de:/ w(q)(x)y))’i X = d(aj?y)/ wg(m,y,())d(amy)
) [0,1]x[0,1] Ox dy [0,1]x[0,1]

Wenn @ ein Wirbelfeld ist, also @ = rot @ fiir ein Vektorfeld #' = (v1, v2,v3)7, dann

81)2 8’01
W3 = (w— — (=

Ox Oy’
Nun folgt

[ s

(9’[)1
0 ,0)d
/[0 s S w0) ~ S0 dlay)

(%Qxy, 0)dx dy — // 3 (z,9,0) dy dx

vo(z,y,0)°=) dy — / [v1(z, yVO)}yZé dx
0

L
1 1 1 1
/ (1,y,0 —/ v2(0,y,0) dy — / (2,1,0)d +/ v1(z,0,0) dx
0 0 0 0
-7

1

Me
Q.
h
+

™ =

be
Q,
8]
+

\
<

ﬁ\

\
Q
8
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mit v =1 + 2 — 73 — 74 ein Weg der aus vier glatten Teilkurven besteht und
n(t) = (£,0,0)7, 4(t) = (1,0,0)", t € [0,1]
Y2 () = (1,¢,0)", 4(¢) = (0,1,0)", t € [0, 1]
v3(t) = (t,1,0), 5(t) = (1,0,0)", ¢ € [0,1]
v4(t) = (0,¢,0)", 4(t) = (0,1,0)", t € [0, 1]
Dies ist die einfachste Form der Integralsitze von Stokes und Green, die den Fluf} des
Wirbelfeldes durch eine Fliache mit der Zirkulation des Feldes entlang des Randes

der Fldche verbinden. Der Integralsatz von Green formuliert diesen Sachverhalt fiir
Flichen in R2, der Integralsatz von Stokes fiir Flichen in R3.

Satz 60 (Integralsatz von Green). Es seien S C R? eine stiickweise glatte Fliche
mit stiickweise glattem Rand 08 und v = (v1,v2)" : S — R? ein stetig differenzier-
bares Vektorfeld. Dann gilt
. vz vy / Lo
rotv-do = | —(z,y) — —(z,y)d(z,y) = U - d¥
/S Saxby) 6y(,y) (2,9) - :
wobei der Rand 0S so parametrisiert ist, dass die Fliche S beim Durchlaufen des
Randes immer links liegt.

Bemerkung 33. Wenn in der Umgebung U eines Punktes # € 05 die Fléche S mit
Hilfe einer Funktion ¢ : U — R als SNU = {Z € U : ¢(Z) < 0} gegeben ist, dann
muss der Rand 95 so durch eine Kurve 7 parametrisiert sein, dass die Determinante
der (2,2)-Matrix ((grad @), ¥)(t)) positiv ist.

Satz 61 (Integralsatz von Stokes). Es seien S C R3 eine stiickweise glatte Fliche
mit stiickweise glattem Rand 0S und v : S — R3 ein stetig differenzierbares Vek-

torfeld. Dann gilt
/rotﬁ-dc?:/ v - dZ,
s a8

wobei die Parametrisierungen des Randes dS = ®(y([a,b])) und der Fliche S =
§(D) durch eine vertriglichen Orientierung des Randes OD C D C R? durch eine
Kurve v : [a,b] — 0D (siehe Integralsatz von Green) gegeben ist.

Bemerkung 34. Denken Sie bei der Wahl der richtigen Orientierung an die ,,rechte
Hand drei Finger Regel“ (Daumen = Normalenvektor, Zeigefinger = Tangential-
vektor und Mittelfinger zeigt in die Fliche hinein) oder an die ,rechte Hand Re-
gel“ (gekriimmte Finger durchlaufen den Rand und Daumen gibt Normalenvektor
an).

Beweis. Beide Integralsitze lassen sich mit Hilfe von Kordinatentransformation und
der Zerlegung der Eins erst auf glatte Fldchen und dann auf den von uns bewiesenen
Fall S = [0,1] x [0,1] C R? zuriickfiihren. O
Folgerung 16 (Kein Wirbelflul durch geschlossene Flidchen). Wenn 9S = 0, dann
Jgrot@-dG = 0.

Folgerung 17 (Flichenunabhiingigkeit des Wirbelflusses). Wenn Sy, S1 mit Sy =
051 mit gleicher Durchlaufrichtung, dann fSo rot ¥ - dét = fS1 rot ¥ - d&'.

Bemerkung 35. Die Zirkulation von Gradientenfeldern héngt nur vom Anfangs-
und Endpunkt der Kurve ab. Der Flufl von Wirbelfledlern hangt nur vom Rand der
Kurve ab.
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7.7. Divergenz - Charakterisierung von Wirbelfeldern. Wir haben gesehen,
dass der Fluf} eines Wirbelfeldes @ = rot ¢ durch geschlossene, auch sehr kleine,
Flachen verschwindet. Das infinitesimale Maf fiir diesen Fluf} ist die Divergenz.
Definition 51. Die Divergenz ecines stetig differenzierbaren Vektorfeldes W =
(w1, we,w3)T : R3 D G — R3 ist die Funktion divii : G — R mit

6w3

- (’9w1 8w2 . 7(3_7,)
0z '

Wenn div (&) > 0, so heifst £ Quelle, und wenn divw(Z) < 0, so heifft £ Senke.
Ein Vektorfeld heifst quellenfrei, wenn divw = 0.

Lemma 17. Wirbelfelder sind quellenfrei, d.h. divrotv = 0 fiir alle Vektorfelder
7 e C.

Beweis. Wenn @ = (v, v, v3)T, dann gilt

t 7 8U3 (9’1}2 (9’[)3 (%1 67]2 (9’[)1
rotv=(——-——,——/—+—,— — —

Bxg 31'3 8$1 81’3 8$1 8582
und, weil man die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertauschen kann,

divrot 7 — 82’03 82”02 62”03 i 821)1 i 821)2 8201 _

0x10x2 B 0x10x3 B O0xo0x1  Ox90x3 0130171 B 0x30x2

(]

Beispiel 161 (Ortsvektorfeld). Wenn o(Z) = #, dann diva = % + % + % =3.

Beispiel 162 (Konstantes Feld). Wenn (%) = @ fiir einen festen Vektor @ € R3,
dann div @ = 0.

Beispiel 163 (Elektrisches Feld einer Punkladung). Das Feld @(Z) = r~3% mit
r = || ist auf R3\ {0} quellenfrei, denn (9r)/(dx;) = 2;/r und

3 3 3
- 0 x; 1 z; Or 3 3 9
divw = ——:E -3 :7—752 x5 =0.
j=1

Ox;r3 L= r3 r4dx;

j=1
Beispiel 164 (Koordinatenpermutation). Das Vektorfeld w(x1, 2, 23) = (w9, 73, 21)T
ist quellenfrei, denn (Ox;)/(0xy) = 0 fiir j # k.
Satz 62 (Existenz eines Vektorpotentials). Es sei G C R? ein zusammenziehbares
Gebiet. Ein Vektorfeld @ : G — R? ist genau dann ein Wirbelfeld, wenn div@ = 0
auf G.
Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass aus @ = rot ¥ fiir beliebige Definitionsge-
biete divw = 0 folgt.

Wenn div @ = 0 auf G, so kann man ein Vektorpotential duch Integration defi-
nieren. Wenn G sternférmig beziiglich 0, so ist

1
U(Z) = / L (tx) x Z£dt
0
fiir alle ¥ € G wohldefiniert und es gilt
1 1
rot 9(Z) = / trot (W(tZ) x &) dt = / t(2W(t7) + t(Dw),z7) dt
0 0

o Y d 20(t2)) dt — 2 a1l o
_/0 @(t W(tT)) dt = [t w(ta:)]o = ().
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Beispiel 165 (Potential des konstanten Feldes). Es gilt
1., 1 T -
rot 2@ XZ)| = 3 rot (agxs — azxa, —a123 + A3%1,a1T2 — AaT1) = q.

Zwei Vektorpotentiale auf einer einfach zusammenhangenden Menge unterschei-
den sich héchstens um ein Gradientenfeld.

Satz 63 (Eindeutigkeit des Vektorpotentials). Wenn @ = rot @y = rot 0y auf einer
einfach zusammenhdangenden Menge, dann existiert eine Funktion f mit vg — U7 =
grad f.

Beweis. Einerseits gilt rot grad f = 0 fiir alle f € C?. Andererseits folgt aus rot ¥ =
0 auf einer einfach zusammenhéngenden Menge die Existenz einer Potentialfunkti-
on. (|

Zur Berechnung eines Vektorpotentials kann man die partiellen Differentialglei-
chungen

6’03 6’02 (9”[13 % 8’02 (9’01

e R s, o =Wy, e — o =W
oy 0z ! ox 0z > O oy 3

l6sen. Da aber ¢ nur bis auf ein Gradientenfeld grad f eindeutig bestimmt ist,
kénnen wir v1 = 0, va(zo,y,2) = 0 und vz(zo, yo,2) = 0 fiir eine Bezugsgerade
{(w0,%0,2)"} annehmen. Dies vereinfacht das zu lésende System von partiellen
Gleichungen zu

dus vy dus O0vg

Oy Oz T T T o

= ws,

also vy = f; wsdzr,v3 = — ['wodz+g(y, z) und gy(y, z) = wy. Dann folgt g(y, z) =
y 0
o W1 dy.

Beispiel 166. Wir bestimmen ein Vektorpotential des quellenfreien Feldes w(x, y, z) =
(z,7,y)T. Dazu losen wir die Differentialgleichungen

_Ous o na 92
or 8z_y

und erhalten vz = —2%/2 + g(y, 2), va = zy und g, = z, also g(y, z) = yz und das

Vektorpotential
1 T
<O,xy, ——z? 4+ yz) .
2
7.8. Gaufischer Integralsatz.

Satz 64. Es seien G C R3 ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand S = 0G und
w: G — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/divw(f)dfz/ W - dé,
G oG

wobei OG so orientiert ist, dass der Normalenvektor aus dem Gebiet G heraus zeigt.
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Beweis. Der Beweis des Satzes 148t sich durch Zerlegung des Gebietes und Koor-

dinatentransformation auf den Fall G = [0, a] x [0,b] x [0, ¢] zuriickfithren. Dann
gilt

. - 3w1 6102 i (9’[03
dlvizfd:/ )+ — (&) + — (@) d(x,y, 2z
/G @ [0,a] [0,b] X [0,] 595() 51/() 52() ( )
/ / OWL ) dw d(y, » / / 0wz #) dyd(z, 2)
[0,b] x[0,c] [0,a]x[0,c]
+f o, O (7)dz d(w,y)
[0,a] % [0,b] 0z
- / wila,y,2)d(y, 2) — / (0,5, 2) d(y, 2)
[0,b]x[0,c] [0,b] x[0,c]
b wmbdes - [ w02 de2)
[0,a] x[0,c] [0,a]x[0,c]
| wddey - [ w0 day)
[0,a] % [0,b] [0,a] % [0,b]

mit § = S;—qUSz—oUSy—pUSy—oUS.—.US.—¢ und den dazugehorigen Normalen-
vektoren (1,0,0)7, (—1,0,0)%, (0,1,0)7, (0,—1,0)7, (0,0,1)7 und (0,0,-1)7. O

Bemerkung 36. Wenn in einer Umgebung U des Punktes & € 0G das Gebiet G mit
Hilfe einer Funktion ¢ : U — R als GNU = {Z € U : ¢(&) < 0} beschrieben wird,

dann muss man die Parametrisierung ® des Randes so wéhlen, dass
o o
det <(grad ¢)5(u7v), %(U, ’U)7 %(U, U)) > O

Wendet man den Gaufischen Integralsatz auf das Ortsvektorfeld w(Z) = & an,

so ergibt sich
SN(G)z/divwda?:/ Z-do.
G oG

Das Volumen des Gebietes G kann mit Hilfe des Flusses des Ortsvektorfeldes durch
die Oberfliche OG berechnet werden.

Folgerung 18. Flisse von quellenfreien Vektorfeldern durch Réinder von Gebieten
verschwinden. Wenn @ : G — R3 und divw = 0, dann gilt faG w-do = 0.

Hierbei ist es wichtig, dass w auf G und nicht nur in er Nidhe des Randes 0G
quellenfrei ist.
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Beispiel 167. Wir berechnen den Flufl des Vektorfeldes (%) = r 3% mit r = ||,
welches nur auf R\ {0} definiert ist, durch die Oberfléiche einer Kugel vom Radius
R. Das Vektorfeld « ist auf R*\ {0} quellenfrei. Trotzdem gilt mit Kugelkoordinaten
wie in Beispiel 160

27 pm/2 . N
[ wai= [ 6., Reosuio. ) v do
{T‘:R} 0 —7r/2

/2 27 pm/2
z/ / r_chosz/JRdedqﬁ:/ / cos Y dip do
0 —7/2 0 —m/2

2m
2

:/ 2d¢ = 4r # 0.
0

7.9. Anwendungen in der Elektrodynamik. Die Maxwellschen Gleichungen
der Elektrodynamik fiir das elektrische Feld E, das magnetische Feld B, die La-
dungsdichte p und die elektrische Stromdichte j lauten:

div = p, rotﬁ+%§:0, divE =0, rotéf%]@:;‘.

Die Grofen E, B, p und j hingen vom Ort # und von der Zeit ¢ ab. In einem sta-
tischen System, d.h. keine Zeitabhéngigkeit, ergeben sich ein entkoppeltes System
aus je zwei Gleichungen fiir E und é, die insbesondere besagen, dass E wirbelfei
und B quellenfrei ist.

7.9.1. Gesamtladung. Die Gesamtladung prds'c’ ist gleich dem Flufl des elektri-
schen Feldes durch den Rand des Gebietes, denn

/pdf:/divﬁdfz E - dé.
G G oG

7.9.2. Existenz eines Vektorpotentials. Das magnetische Feld ist quellenfrei und
besitzt ein Vektorpotential, denn div B = 0.

7.9.3. Induktionsgesetz. Es gilt
/rotE-df: E.di=-2 [ 5.z
A 9A Ot Ja
Eine zeitliche Verdnderung des Flusses des magnetischen Feldes durch eine Flache
A bewirkt eine Zirkulation des elektrischen Feldes entlang des Randes 0 A.

7.9.4. Ladungserhaltung. Aus divrot = 0 folgt

0 =0 = s 0=
Btp+dwj_&fleE+d1V<rOtB_E)1SE>_O

3/ S / 9 Lo e
— [ pdZ = —pdacz—/dwydxz—/ j-da,
ot Ja c ot G oG

Wenn sich die Gesamtladung in einem Gebiet dndert, so muss Stom durch den Rand
des Gebietes flieflen.

und damit
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