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1. Vollstandige Induktion

Beweisflihrung

Essei N = {1,2,...} die Menge der natirlichen Zahlen.
Ferner sei A(n) flr jedes n € N eine von n abhangige Aussage.
Um zu beweisen, dass A (n) fir alle n wahr ist, geht man nach

dem Prinzip der vollstdndigen Induktion vor:

» Induktionsanfang
Es wird gezeigt, dass A (1) wahr ist.

» Induktionsvoraussetzung und Induktionsschluss
Aus der Annahme, dass die Induktionsvoraussetzung A (n)
wabhr ist, folgt die Richtigkeit von A (n+ 1) (Induktions-
schluss).
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2. Folgen
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3 Goethe-Universitat - Fachbereich Wirtschaftswissenschaften  OMAT



2.1 Folgen

Definition

Im Folgenden bezeichnen Z die Menge der ganzen, Q die
Menge der rationalen und R die Menge der reellen Zahlen.

Eine Abbildung a, die jeder natirlichen Zahl n € N eine reelle
Zahl a(n) € R zuordnet, nennt man reelle Folge.

Das Bild a(n) der natirlichen Zahl n wird definiert als n-tes
Folgenglied. Es wird in der Regel mit a, bezeichnet.

Fir die gesamte Folge wird haufig das Symbol

(an)

verwendet.
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2.2 Eigenschaften von Folgen

(Streng) Monoton wachsende bzw. fallende Folgen

Eine Folge (ap) hei3t monoton wachsend (bzw. monoton
fallend), wenn fr alle n € N die Ungleichung

an < any1 (bzw. ap > api1)
erflllt ist.
Gilt sogar stets

an < apyq (bzw. ap > any 1),

so wird die Folge streng monoton wachsend (bzw. streng
monoton fallend) genannt.
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2.2 Eigenschaften von Folgen
Beschrénktheit

Eine Folge (an) hei3t nach oben (bzw. unten) beschrénkt,
wenn eine reelle Zahl K existiert, so dass alle Folgenglieder
der Beziehung

an < K (bzw. a, > K)

genigen.

In diesem Fall wird K eine obere (bzw. untere) Schranke der
Folge genannt.

Eine Folge, die sowohl eine untere als auch obere Schranke
besitzt, heil3t beschrankt.
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2.2 Eigenschaften von Folgen

Supremum und Infimum

Gegeben sei eine nach oben beschrénkte Folge (a,). Die Zahl K
heif3t dann Supremum (kleinste obere Schranke) von (a,), falls gilt:

> K ist eine obere Schranke von (a,) und es gibt keine Zahl K" mit
K’ < K, die ebenfalls eine obere Schranke von (a,) ist.
Eine Folge (a,) sei nun nach unten beschrankt. Die Zahl K heif3t
Infimum (gréBte untere Schranke) von (ay,), falls gilt:
» K ist eine untere Schranke von (a,) und es gibt keine Zahl K’
mit K’ > K, die ebenfalls eine untere Schranke von (ay) ist.
Bemerkungen:

» Falls es existiert, ist das Supremum bzw. Infimum einer Folge
eindeutig bestimmt.

» Supremum und Infimum treten nicht notwendigerweise als
Folgenglieder auf.
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2.3 Konvergenz
Konvergente Folgen & Nullfolge

Eine Folge (an) = a1, ao, ..., an reeller Zahlen hei3t konver-
gent mit dem Grenzwert a € R, wenn gilt:

Fir jede Umgebung U von a gilt, dass a, € U fir fast alle nattir-
lichen Zahlen n.

Notationen:

lima,=a oder a, — a
n—oo

Eine konvergente Folge mit Grenzwert Null wird dabei als
Nullfolge bezeichnet.
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2.3 Konvergenz

Divergente Folgen

Eine nicht konvergente Folgen nennt man divergent.

Eine Folge (a,) divergiert und geht dabei gegen oo bzw. —oo,
wenn flr jede reelle Zahl K gilt, dass

an>K bzw. a,< K
far fast alle nattrlichen Zahlen n.

Notationen:

lima, =00 bzw. lim a, = —
n—oo n—oo
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2.3 Konvergenz

Lemma

Eine Folge (ap) ist genau dann mit dem reellen Grenzwert a
konvergent, wenn zu jedem ¢ > 0 ein Index n. € N derart
existiert, dass fir alle n > n. die Beziehung

lan —al < e
erfillt ist.
Dabei wird das Intervall
(a—e,a+te):={apneR:|a,—a < e}
als offene e-Umgebung von a bezeichnet.

Notation: U, (a)
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2.3 Konvergenz

Eigenschaften

Wichtige Eigenschaften:
» Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist stets eindeutig
bestimmt.
» Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Bemerkung:

Die Folge (a,) mit a, = (—1)" ist beschréankt, aber nicht konver-
gent. Die zweite beschriebene Eigenschaft ist also im Allge-
meinen nicht umkehrbar.
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2.3 Konvergenz

Wichtige Grenzwerte

> Iim1— 0 firkeN

n—oo nk B

» lim Jc=1 fir alle reellen Zahlen ¢ > 0

n—oo
» lim V/n=1
n—oo

» lim @"=0 firalle reellen Zahlen -1 < g < 1

n—oo

1 n
> lim <1 + ) =g
n—oo n

. X\ N
lim (1+5) =eX firxeR

n—oo

v
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2.3 Konvergenz

Rechenregeln fiir konvergente Folgen
Die Folgen (a,) und (b,) seien konvergent mit den Grenzwerten

lim a,=a sowie I|im b,=0>b.
n—oo

n—oo

Dann gelten folgende Rechenregeln:

lim a,£tb,=a+b

n—oo

n—oo

Insbesondere erflillt jede reelle Zahl ¢ die Beziehungen:

imec+b,=c+b

n—oo

imc-b,=c-b

n—oo
Unter den zusatzlichen Voraussetzungen b, # 0 und b # 0 gilt zudem

. an a
lim — = —
n—oo by b
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2.3 Konvergenz

EinschlieBungssatz

Sind die Folgen (ap) und (b,) konvergent mit a, < by, fur fast
alle natdrlichen Zahlen n, so gilt

a:= limap,< limb,=:b
n—oo n—oo

Es folgt daraus der EinschlieBungssatz:

(an), (bn) und (cn) seien Folgen, deren Glieder den
Ungleichungen

b, < an<cp

far fast alle nattrlichen Zahlen n gendgen.

Besitzen die Folgen (b,) und (c,) beide den Grenzwert a, so
konvergiert auch die Folge (a,) gegen a.
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2.3 Konvergenz

Monotonie & Beschranktheit

Aus der Beschranktheit einer Folge kann im Allgemeinen nicht
auf Konvergenz geschlossen werden.

Unter zusétzlichen Voraussetzungen hinsichtlich der Monotonie
ist diese Schluf3folgerung jedoch zulassig.
Es qilt:

» Eine monoton wachsende und nach oben beschréankte
Folge ist konvergent.

» Ebenso ist jede monoton fallende und nach unten
beschrankte Folge konvergent.
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3. Reihen

Inhalt

3.1 Reihen
3.2 Besondere Reihen und Beispiele

3.3 Konvergente Reihen
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3.1 Reihen

Einfihrung und Definition

Es sei (an)nen, eine vorgegebene Folge reeller Zahlen.
Bei der Folge (sn)nen, handelt es sich um eine spezielle Folge.

Ihre Folgenglieder s, sind gemaf der sogenannten Partial-
summe

n
Sh:=atay+...+an= > a
k=0

der Folge (an)nen, erklart.

Eine Folge (sp) mit s, := Z ax wird als die zu (an)nen,

gehdrende Reihe bezelchnet
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3.1 Reihen

Einfihrung und Definition

n
Fir eine Folge (an)nen, heiBt die Summe s, := > ax n-te
k=0
Partialsumme der Folge (an)nen,-

Die Folge (sn)nen, der Partialsummen von (&n)nen, Wird als
(unendliche) Reihe bezeichnet.

Eine Reihe entspricht ansonsten nicht einer Summe von
unendlich vielen Summanden. Es gelten nicht die gleichen
Rechenregeln wie fur endliche Summen.

Unabh&ngig, ob (sn)ncn, konvergiert oder nicht, schreibt man
fir die Reihe symbolisch auch

o0
Z ag.
k=0
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3.1 Reihen

Indexierung

Die Indexierung einer Reihe beginnt nicht immer bei k = 0.
Féngt die Folge (an) bei n = m an, lautet die Reihe:

oo
> A
k=m
Gelegentlich kommen bei Reihen auch negative Indices vor.

Weiterhin kommt es bei Reihen nicht auf die Bezeichnung des
Summantionsindices an.

Die Reihen
o o oo
> ak, . aj . aeftc.
k=0 =0  j=0

sind bedeutungséquivalent.
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3.1 Reihen
Konvergente und divergente Reihen
o
Eine Reihe ) ax konvergiert genau dann gegen s € R, wenn

k=0
die entsprechende Folge (Sp)nen, ihrer Partialsummen sy,
gegen s konvergiert.

Die Reihe besitzt folglich den Grenzwert

o0

s= lims,= ay
n—oo k=0

Es ist zu beachten, dass das Symbol }_ ax ja auch zur
k=0

Bezeichnung der Folge (sp) selbst verwendet wird. Unabhéangig
davon, ob (s,) konvergent ist oder nicht.

Eine Reihe heil3t divergent, falls die Folge (sn)nen, divergent ist.
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3.1 Reihen

21

Konvergente Reihen mit demselben Grenzwert und identische Reihen

Konvergieren zwei Reihen > a, und ) by und besitzen diese

zudem denselben Grenzwert, schreibt man
oo o
Yo ak= ). bx.
k=0 k=0

Sind zwei Reihen identisch (aber nicht notwendigerweise
konvergent), stimmen sie gliedweise Uberein.

Sie erfillen fir alle k € Ny die Eigenschaft:
ax = by
Notation:

ax = by.
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3.2 Besondere Reihen und Beispiele

Arithmetische Reihe
Ist die Differenz zweier aufeinander folgenden Folgenglieder
konstant, heif3t die Folge arithmetische Folge:

ani1 — an = d, d = konstant.
Die arithmetische Folge (a,) besitzt das Bildungsgesetz

ap,=a1+(n—1)-dfiralleneN.

Eine Reihe )" ax heiBt dann arithmetische Reihe, wenn (ap)nen,
k=0
eine arithmetische Folge ist.

Fir ihre Partialsumme gilt:

n
sh= > (a+kd)=(n+1)(ao+ %), neNo
k=0
Die arithmetische Reihe ist genau dann konvergent, wenn

aozdzo.
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3.2 Besondere Reihen und Beispiele

Geometrische Reihe
Eine Folge, bei der der Quotient von zwei aufeinander folgenden
Glieder konstant ist, heif3t geometrisch mit

&1 — g mit g = konstant; g € R.

an
Folglich lautet das Bildungsgesetz: a,.1 =a,-q.

Eine Reihe hei3t dann geometrische Reihe, wenn (ap)nen, €ine
geometrische Folge ist.

Die geometrische Reihe mit ay # 0 besitzt die Eigenschaften:
» Firg=1gilts,=ap-(n+1).
» Fir |g| < 1 ist die Folge (s,) konvergent mit dem Grenzwert

ao
_q.

o0
K i —
ao I(Z::O g“ = nleooS” =3
» Fur|g| > 1ist (s,) divergent.
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3.2 Besondere Reihen und Beispiele

Euler'sche Zahl

Far alle k € N ist k! durch
kl=1.2.-3-...-k
definiert. Ferner gilt 0! = 1.

Die Reihe

ist konvergent.

Ihr Grenzwert ist die Euler'sche Zahl e = 2,71828. .. .
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3.2 Besondere Reihen und Beispiele

Harmonische Reihe
Die sogenannte harmonische Reihe

o 1 1 1 1

ist divergent.

Jedoch ist die Reihe

T8
N
ENJJN

_|_
©|

_|_
5|

_|_

konvergent. Sie besitzt den Grenzwert %

Ebenso ist die alternierende harmonische Reihe

(1)k+1 1 1 1
E =l-g5+z-7+

konvergent. Ihr Grenzwert ist In 2.
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3.2 Besondere Reihen und Beispiele

Sinus und Kosinus

Auch trigonometrische Funktionen kénnen mithilfe von Reihen
dargestellt werden.

Fir die elementaren Funktionen des Sinus und Cosinus gilt:
. 3 5 7
»sin(X)=x—5+5 - +...

bzw. sin(x) = io(—ﬂn : %
n=

> cos(x):1—’§—f+ﬁ—?—’é—?+...

Sy X
bzw. COS(X)_EO( )™ Gy
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3.3 Konvergente Reihen
Rechenregeln fiir konvergente Reihen
Sind die Reihen

i ax bzw. i bk
k=0 k=0

konvergent mit den Grenzwerten a bzw. b, so sind auch die Reihen

S (ak+bk) und > (ak — bk)
k=0 k=0

konvergent mit den Grenzwerten

S (ak+bx)=a+b bzw. > (ak—bk)=a-b.
k=0 k=0

Ferner ist fUr jede reelle Zahl ¢ die Reihe }_ ¢ - ax konvergent mit
k=0
dem Grenzwert

00
C-ag==~C-a.
k=0
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3.3 Konvergente Reihen

Notwendige Bedingung flr Konvergenz

Damit eine Reihe konvergent sein kann, muss folgende
notwendige Bedingung erfUllt sein:

Ist die Reihe f ay konvergent, so folgt
k=0

lim a, =0.
n—oo

Die der konvergenten Reihe zugrundeliegende Folge ist eine
Nullfolge.

Das Beispiel der harmonischen Reihe zeigt, dass die
Umkehrung dieser Aussage falsch ist.

Eine Reihe hei3t entsprechend divergent, falls die Folge
(Sn)nen, divergent ist.
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3.3 Konvergente Reihen

Absolute Konvergenz

(o]
Eine Reihe )" ax heiBt absolut konvergent, falls die Reihe
k=0

> lak|

k=0
konvergent ist. Jede absolut konvergente Reihe ist dabei auch
konvergent. (Diese Aussage lasst sich im Allgemeinen nicht
umkehren.)

Absolute Konvergenz ist somit “starker” als Konvergenz.

(Eine Reihe, die konvergent, aber nicht absolut konvergent ist,
bezeichnet man auch als bedingt konvergente Reihe.)
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3.3 Konvergente Reihen

Vergleichskriterium

Vergleichskriterium:
Es seien a, und by nicht negative, reelle Zahlen mit
ax < by

far fast alle k.

» Ist > by konvergent, so ist auch ) ax konvergent.
k=0 k=0

» Ist ax < by furalle k, soist > ax < > by.
k=0 k=0

o8] o0
» Ist > aj divergent, so ist auch > by divergent.
k=0 k=0

30 Goethe-Universitét - Fachbereich Wirtschaftswissenschaften OMAT



3.3 Konvergente Reihen

Wurzelkriterium

Wurzelkriterium:
(ax) sei eine Folge mit der Eigenschaft, dass der Grenzwert
= lim {/|a
q k—o0 | k|
existiert.

Dann ist die Reihe § ak
k=0

» fUr den Fall g < 1 absolut konvergent;
» flr den Fall g > 1 divergent.
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3.3 Konvergente Reihen

Quotientenkriterium
(ax) sei eine Folge mit der Eigenschaft, dass ihre Glieder von
Null verschieden sind und der Grenzwert

Ak 41

= lim
q ar

Kk—oo

existiert.

Dann ist die Reihe > ax
k=0

» fUr den Fall g < 1 absolut konvergent;
» fOr den Fall g > 1 divergent.

Der Grenzwert q im Wurzel- bzw. Quotientenkriterium darf nicht
mit dem Grenzwert der jeweiligen Reihe verwechselt werden.

Far g = 1 ist im Allgemeinen keine Aussage Uber Konvergenz
oder Divergenz méglich.
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3.3 Konvergente Reihen

Leibniz-Kriterium

Eine Reihe der Form
e k41
S ()T a=a -ataz—...
k=1

mit positiven reellen Zahlen ai heif3t alternierend.

Leibniz-Kriterium:
Es sei (ax) eine monoton fallende Nullfolge reeller Zahlen.

Dann konvergiert die Reihe § (=) a.
k=1
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