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Aufgabe 1 (Induktive Term-Definitionen)

Sei L die pradikatenlogische Sprache, deren Vokabular genau eine Individuenkon-
stante ‘kg’ und genau ein zweistelliges Funktionszeichen ‘2’ enthilt. Nun folgt
eine induktive Definition des Pradikats ‘ist ein L-Term’:

1. ‘ky’ ist ein L-Term.
2. Wz (x ist eine Variable = x ist ein L-Term).
3. Va'Vy (z ist ein L-Term /A y ist ein L-Term = ‘2"z y ist ein L-Term).

4. Nichts sonst ist ein L-Term.

a) Geben Sie eine explizite Definition von T}, der Menge der L-Terme, an.
b) Zeigen Sie die folgenden Sétze jeweils mit einem strengen Argument:
(i) ‘ko’ € Ty
(i) Wz (x ist eine Variable = = € T7).
(1) VaVy (x € Ty Ny € Ty, = f§ a7y € Ty).

c¢) Formulieren Sie ein Minimalitatsprinzip fiir 7, und zeigen Sie dieses unter
Riickgriff auf die explizite Definition mit einem strengen Argument.

Aufgabe 2 (Zahlen)

Finden Sie induktive Definitionen fiir Z (die ganzen Zahlen) und Nge.qq. (die ge-
raden positiven Zahlen), wobei Sie fiir die Definition von Z und Nggqq auf die
explizite Definition von N zuriickgreifen kénnen.

Zur Erinnerung eine induktive Definition fiir die natiirlichen Zahlen:

1.0 ist eine natiirliche Zahl.
2. Wz (z ist eine natiirliche Zahl = x + 1 ist eine natiirliche Zahl).

3. Nichts sonst ist eine natirliche Zahl.

Sie diirfen die natiirlichen Zahlen und Funktionen auf ihnen in gewohnter Weise
verwenden (0,1,...,+,—, -, ...)



Aufgabe 3 (Strenges Argumentieren mit N)

In der Vorlesung wurde die folgende explizite Definition fiir N angegeben:
Ni={z|W(0eYAVz(z€Y=2zU{z}eY))=>zcY)}

Zeigen Sie den folgenden Satz mit einem strengen Argument:
Vo (mEN:> (x:(l)\\/EHy(yEN//\xsz{y}))).

Aufgabe 4 (Strenges Argumentieren mit F'm.,, I)

Es gelte Folgendes fiir beliebige Mengen X:

['(X) :&Vz (z ist eine Satzkonstante = z € X))
NVz(reX="-ax"eX)
AVzVy(z e X NyeX)="(z—y) €X).

Zeigen Sie mit einem strengen Argument, dass Folgendes gilt:

VaVz (z e {y | VX T(X)=ye X)} nzef{y| VX (T(X)=>ye X)}
=Tz —2)7e{y| VX (T(X)=ye X)}).

Aufgabe 5 (Strenges Argumentieren mit Fm,,, II)
Es gelte Folgendes, wobei x beliebig ist:
v(z) & x ist eine Satzkonstante
VvV 3Ay(ye Fme,, A"y =2x)
WV Ay ((y € Fmg,, Nz€ Fme,, )N (y—2)" =x).

Zeigen sie folgenden Satz mit einem strengen Argument:

{zy(2)} € Fme,,.



Aufgabe 6 (Strenges Argumentieren mit F'm,, III)

Wir definieren zunéchst induktiv das Préadikat ‘x kommt vor in y”:

1.Vz (z € SK;,, = x kommt vor in ).

2.V Wy (x kommt vor in y = x kommt vor in "=y ™).

3. VaWVyVz (y € Fme,, Nz € Fmg,, /A (x kommt vor in y \V x kommt vor in z)
= 2 kommt vor in "(y — z)7).

4. Fiir keine anderen x und y gilt: x kommt vor in y.
Zeigen Sie:
Vz (z € FM,,, = Fy(y € SK¢,, /A y kommt vor in z)).

Benutzen Sie dabei nicht Satz 1.93 (das Induktionsprinzip), sondern setzen Sie
Satz 1.86.4 ein.



