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Aufgabe 1: Ereignisraum und Ereignisse (3+2 Punkte)

Wir werden uns im Laufe des Semesters immer wieder mit einfachen stochastischen Fragestellungen
beschéaftigen. Damit alle auf dem gleichen Stand sind, werden auf diesem Ubungsblatt grundlegende
Begriffe vorgestellt und bearbeitet.

Als Ereignisraum () bezeichnen wir alle moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperimentes. Ein Er-

eignis ist eine Teilmenge von ). Wir nehmen an, dass die Ereignisse gleichverteilt sind. Das heifst,

die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A ist definiert als: P[A] = %.

Zum Beispiel ist beim einmaligen Wurf einer Miinze der Ereignisraum §2 = {Kopf, Zahl} und ein
Ereignis wire: ,.Die Miinze zeigt Kopf”, dargestellt durch A = {Kopf}. Die Wahrscheinlichkeit von
Aist P[A] = 1.

Losen Sie folgenden Aufgaben unter der Annahme, dass Ereignisse gleichverteilt sind.

(a) Bestimmen Sie den Ereignisraum fiir: ,Eine Miinze wird drei Mal hintereinander geworfen”.
Betrachten Sie das Ereignis: ,,Fs wird hochstens ein Mal eine Zahl geworfen”. Wie sieht dieses
Ereignis als Menge geschrieben aus? Wie ist die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis?

(b) Zeigen Sie (unter Annahme einer Gleichverteilung), dass fiir das Gegenereignis A® = Q\ A
eines Ereignisses A gilt: P[A°] = 1 — P[A].

Aufgabe 2: Erwartungswert (1+2+1 Punkte)

Eine Zufallsvariable X ist eine Funktion X :  — M, wobei € ein Ereignisraum ist und M eine
beliebige Menge. Wir definieren den Erwartungswert einer Zufallsvariable X : Q — M als

EX]= ) z P[X =a].
zeM

Intuitiv beschreibt der Erwartungswert einer Zufallsvariable das Ereignis, welches im Mittel am
haufigsten auftritt. Der Erwartungswert ist linear, dass heiftt es gilt

Ela+b-X]=a+b-E[X]
(a) Berechnen Sie den Erwartungswert einer Zufallsvariable, die nur die Werte 0 und 1 haben kann.

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert eines fairen Wiirfels.

(c) Verwenden Sie die Linearitiat des Erwartungswertes, um den Erwartungswert der Summe von
zwei unabhangigen Wiirfelwiirfen zu berechnen.



Aufgabe 3: O-Notation (24241 Punkte)

Zur Erinnerung: Fiir zwei Funktionen f, g : N — R schreiben wir
e f(n)=0(g(n)), falls Ae,ng >0Vn >ng: f(n) <c-gn),
o f(n) =Q(g(n)), falls I¢,ng > 0¥n > ng : c- g(n) < f(n),
e f(n)=0(g(n)), falls Iei,c0,n0 >0Vn >ng:c1-g(n) < f(n) <co-g(n).
Verwenden Sie diese Definitionen um die folgenden Aussagen zu zeigen:
(a) Aus fi(n), f2(n) = O(g(n)) folgt fi(n) + fo(n) = O(g(n)) und fi(n) - f2(n) = O(g(n)?).
(b) Aus f(n) = O(g(n)) und g(n) = O(h(n)) folgt f(n) = O(h(n)).
(¢) f(n) =0(g(n)) genau dann, wenn g(n) = Q(f(n)).

Aufgabe 4: Mastertheorem (21212 Punkte)

Geben Sie die Ergebnisse der folgenden Rekursionen moglichst genau in O-Notation an. Verwenden
Sie dazu das Mastertheorem.
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(c) T(n)=2-T(%)+2
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Aufgabe 5: Rekursionen (545 Punkte)

Finden Sie jeweils fiir T'(n) eine geschlossene Form ohne das Mastertheorem zu verwenden und
beweisen Sie die Korrektheit Threr geschlossenen Form mit vollstdndiger Induktion.

Hinweis: Eine geschlossene Form ist nur noch von k& bzw. n abhingig. Dabei sollen auch keine
Summenzeichen > oder Produktzeichen [| mehr vorkommen.

(a) Sein = (%)k fiir ein k£ € N. Folgende Rekursion ist fiir die Funktion 7" gegeben:

T(1) =0
T(n)‘;.T(gn)+§.n

(b) Sein eine Zweierpotenz, das heiflt n = 2* fiir ein k € N. Folgende Rekursion ist fiir die Funktion
T gegeben: Fiir n > 1 gelte

T(n) = A(n) + B(n),
wobei
An)=A(3) +B(3)
und
B(n)=B(n—-1)+2n—1 .

Die Endwerte seien T'(1) = 1, B(1) = 1 und A(1) = 0.





